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О ПЕРИОДИЧНОСТИ сложной ФУНКЦИИ

А. Б. Шапуров

Зафиксируем произвольно число Т (число Т, как и все другие встречае­
мые в заметке величины предполагаются действительными) и обозначим че­
рез K=K{T) класс функций, содержащий

1) все линейные функции j = λx + c∙,
2) все непрерывные периодические функции;
3) все функции вида

g(x)=λx+φ (х),

где λ≠0 — постоянное и φ (х) — непрерывная на всей оси функция, имеющая 
период, равный целому кратному от Т : λ.

Если y=f(u) имеет период Т и функция w=g(x) принадлежит классу 
К, то, очевидно, и сложная функция y=f (g (x)) тоже является периодичес­
кой.

Возникает вопрос: может, ли функция y=f{g(x)) оказаться периоди­
ческой, если у =f (и) имеет период Т и непрерывная функция u≈g (х) не при­
надлежит классу К.

1. Условимся говорить, что точка w0 является правильной точкой 
экстремума для функции f (и), если эта функция в точке w0 имеет экстре­
мум и существует положительное число δ такое, что функция f (и) строго 
монотонна в интервалах w0-δ<w<w0 и w0<w<w0+δ.

Теорема 1. Если непрерывная функция y=f(u) имеет хотя бы одну пра­
вильную точку экстремума, то существует непрерывная на всей оси функ­
ция u=g(x) такая, что сложная функция y=f (g (x)) является периоди­
ческой, хотя функция u=g (х) не принадлежит классу К.

Доказательство. Пусть и=с — правильная точка экстремума функции 
/(и). Зафиксируем числа а и b, a<c<b, так, чтобы f (a)=f(b) и функция 
f (и) была строго монотонна в интервалах (а, с) и (с, Ь). На отрезке [а, с] опре­
делим функцию u" = Γ(u') следующими условиями:

α≤w'≤c, c≤u"≤Z> и f (uπ)≡f (w').

Очевидно, эта функция установливает взаимно-однозначное и непрерывное 
отображение отрезка [а, с] на отрезок [с, £>] и

∕(Γ(w))≡∕(w) при a≤u≤c. (1)
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Рассмотрим произвольную четную непрерывную функцию и=Н (х), име­
ющую период с—а и удовлетворяющую условиям:

H(0)=a, = c и α≤,ff(x)≤c

для всех действительных х. Множество всех отрезков А„:

п (с —а) — ≤x≤h(c-α)+ и = 0, + 1, ±2, ...

разобъем произвольным образом на два подмножества P1 и Р2 и определим 
функцию

Н (х) на отрезках множества P1, 
Г (Н (х)) на отрезках множества Pi (2)

Из свойств функций Я (х) и Г (и) легко видно, что функция g (х) является 
непрерывной на всей оси и a≤g (х) ≤ 6. Следовательно, функция g (х) — огра­
ничена и поэтому она не является ни линейной функцией, ни суммой линей­
ной функции и периодической. Кроме того, разбиение множества отрезков 
А„ можно произвести так, чтобы функция g (х) не была периодической. Зна­
чит, функция g (х) не принадлежит классу К. В тоже время, сложная функция 
y=f(g (х)) имеет период с—а. В самом деле, из (1) следует

∕(HM)≡∕(r(fi(x))).

Поэтому (см. (2)) f (g (x)y)=f(H (х)), а функция Я (х) имеет период с—а.
Замечание 1. В приведенном доказательстве можно взять

ff(x) = α + βe^ ,
где

_1_
с—а o а*α=-. β=αe •

Эта функция на отрезке [—а, а] имеет непрерывные производные всех поряд­
ков, причем в точках — а и а все производные равны нулю.

Если функция Г (и) имеет на отрезке [а, с] непрерывные производные всех 
порядков (так, например, будет, если функция f (и) симметрична относитель­
но прямой u=c, ибо тогда Г (и) =2с— u)t то функция g (х) (см. (2)) тоже имеет 
непрерывные производные всех порядков на всей действительной оси.

2. Из доказанной теоремы видно, что из условий'.
If (и) ~ непрерывная ни на каком отрезке не постоянная функция с пе­

риодом Т,
И g (х) — непрерывная или даже бесконечно дифференцируемая функция,
III f (g (x)) — периодическая функция, 

еще не следует, что функция g (х) принадлежит классу К.
В следующих двух теоремах покажем, что, изменив надлежащим образом 

условие (И) и сохранив при этом условия (I) и (III), можно будет утверждать, 
что функция g (х) принадлежит классу К.
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Теорема 2. Если выполнены условия (I), (III) и (IV) функция g (х) непре­
рывна и строго монотонна на всей оси, то g (х) принадлежит классу К.

Теорема 3. Если выполнены условия (I), (III) и (V) функция g (х) аналитич­
на на всей оси, то g (х) принадлежит классу К.

Для доказательства этих теорем нам потребуются две леммы. Но прежде 
введем понятие квази монотонности.

Условимся функцию φ (х) называть квази монотонной на отрезке [α, β], 
если любое значение функции φ (х) на интервале (α, β) не равно ни φ (а), ни 
φ (β), φ (α)≠φ (β), и строго заключено между φ (а) и φ(β).

Покажем, что для любой непрерывной функции φ (x)≠c найдется хотя 
бы один промежуток [a, β], на котором функция φ (х) является квазимонотон­
ной.

В самом деле, пусть y1=φ (xi), y2=φ (∙*2) и y1≠y2.
В промежутке [x1, х2] выберем ближайшую к х2 точку а, в которой φ (а) =y1. 
Такая точка, очевидно, существует из-за непрерывности функции φ (х).

Аналогично, в промежутке [a, х2] выберем ближайшую к a точку β такую, 
чтобы φ (β)=y2. Функция φ (х) является квази монотонной на отрезке [a, β].

Лемма 1. Пусть g (х) — непрерывная на всей прямой функция и выпол­
нены условия (I) и (III). Если τ — период функции f(g(x)), то найдется 
точка х0 и сколь угодно много различных целых чисел nl и ml таких, что

g(x0 + wjτ)-g(x0) = w, • Т. (3)

Доказательство. Пусть [x1, х2] — отрезок квази монотонности функции 
f(g(x)) И

∕(g(¾))=Λ. ∕⅛⅛))=J2,Λ≠J'2∙ (4)

Так как τ — период функции f (g (x)), то и отрезки

[x1 + wτ, x2 + п ∙ τ], и=0, +1, + 2, ...

тоже являются отрезками квази монотонности функции ∕(g (х)). Они же будут 
отрезками квази монотонности для функции g (х). Так как функция g (х) — 
непрерывна, то отрезки с концами а„ и ß„ (мы их будем обозначать [an, βj, 
хотя возможно, что aπ>βn), где

%=g⅛ + n∙τ), βn=g⅛ + wτ), (5)

являются отрезками квазимонотонности для функции f (и) и (см. (4))

/(ап)=Уь ∕(βn)=y2, Jι≠J2∙ (6)

Напомним, что по условию (I) Т — период функции f (и), и поэтому длина 
отрезка квази монотонности [an, βπ] меньше Т.

Условимся называть множество точек М' оси и эквивалентным множеству 
точек М той же оси, если M, можно получить из М сдвигом на k • Т, где k — 
произвольное целое число, одно и то же для всех точек множества Μ.
14. Leid. 11663.
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Обозначим через [αn, βn] отрезок, эквивалентный отрезку [αn, ß„] и удовле­творяющий условию0≤min (an, βn)<T.Таким образом, отрезок [an, βn) целиком помещается на промежутке [0, 2 • Т] и из (6) следует, что∕(δ,)=Λ./(₽.)=№ Л ≠λs∙ (7>В силу периодичности функция f (и) является квази монотонной и на отрезках [an, βn]. Поэтому два отрезка [än, ß„] и [am, βm] или совпадают или не имеют общих внутренних точек.Заметим, что длина этих отрезков ∣ an-βn | ограничена снизу положитель­ным числом. Это легко показать рассуждением от противного, если принять во внимание, что по (7)l∕fe)-∕(βn)l = ∣Jι-J2∣>0и функция f (и) равномерно непрерывна.Обозначимinf I an-βπ∣ = δ>O.
лТогда число различных отрезков [an, βn] не больше Значит бесконечно мно­го таких отрезков [än/, ßn/] совпадает и по (7)an,=anι при 7=1,2, 3, ... (8>В самом деле, если бы для некоторого / было бы й.„ = β∏1, тоJι=∕(⅛)=∕(β∏1)=y2,что невозможно.Из (5) следует, что если aziι<β,11 (az,ι>βπι), то иaB/<ßn/(an/>ßn/) при 7=2, 3, 4, ...Из (8) следует, что an/=ani + w, • Т, и по (5) имеем

g (x0 + nl ∙ τ) -g (x0) = ml∙T, где
x0 = x1 + hi * τ.

Лемма 2. Пусть f (и) — непрерывная на всей оси функция, не равная: 
тождественно постоянной ни на одном отрезке, a g (х) и h (х) — две непре­
рывные строго монотонные в одном и том же смысле (g (х) и h (х) или обе 
возрастают, или обе убывают) на отрезке [а, 7>] функции, удовлетворя­
ющее условию

g(x0) = h(x0), (9)

где х0 — некоторая точка из отрезка [а, 7>].
Если на отрезке [a, Ь\ выполнено тождество

f(g(x))≡f(∕l(x)), (Ю>
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то
g (х) ≡ h (х) при a<x<b. (11)

Доказательство. Рассуждая от противного, предположим, что (11) 
неверно, то есть что

S (*ι)≠^ (x1) в некоторой точке x1≠x0, (12)
Пусть для определенности функции g (х) и h (х) — возрастающие и

g(x1)>A(x1) и x1>x0. (13)

Обозначим через x=g-1(u) функцию, обратную для u=g (х) и положим

¾=g-1(h (*ι)), X3=g~1{h (x2)), ..., xπ=g~1 (Л (xπ-1)), ...

По определению числа х2 имеем

g (x2) = Λ(x1), ...,g(x„+i) = Ä(x„), ... (14)

Пользуясь этими равенствами, легко дать геометрическое построение точек 
х„. Обозначим через Н и G графики функций u = h (х) и u=g (х). Из точки 
(xb h (x1)) кривой Н проводим прямую, параллельную к оси х до пересече­
ния с кривой G в точке (x2, g (x2)). Из последней точки проводим прямую, 
параллельную к оси и № пересечения с кривой Н в точке (x2, h (x2)), из этой 
точки — прямую, параллельную к оси х до пересечения с кривой G в точке 
(*з, sθ⅛)) и так далее.

Так как x1>x0 и функция h (х) монотонно возрастающая, то

h (xι) > h (x0)

и, как следует из (9), (13) и (14),
g(*0)<g(*2)<g(*1)∙

Из монотонности функции g (х) получим
*0<*2<*l∙

Кроме того (см. (14)), g (x2)>A (x2) и

g(x)>A(x) при x2<x<x1. (15)

Аналогично доказываем, что x0<x3<x2 и так далее.
Таким образом, последовательность x1, x2, ..., х„, ... монотонно убывает 
и ограничена снизу числом х0. Значит, существует предел

lim xπ = c≥x0.
n→∞

Из (10) и (14) получаем

∕(a (*n))=∕(g (Xn))=f(h (xa.1))=f(g (xπ-1))= ... =f(h(x1)) =

=f(g (xι))∙

Переходя к пределу в этих равенствах при n→∞t получим

f(h(c))=f(g(e))=f(g(x1)). (16)

14*
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Возьмем теперь произвольную точку х| из отрезка [x2, *ιl такую, что 

∕(s(*i))≠∕(f(*ι))∙ (17)

Существование такой точки следует из условий леммы. Исходя из точки 
x'l образуем последовательность

x,2 = g^1(A(x{)), X3=g^1 (А (⅜)) и так Дальше.

Повторив рассуждения, приведенные при рассмотрении последовательности 
{xn}, убедимся, что

x1 > x∖ > x2 > x'2 > х3 > . . .
и

f{g (⅛))=∕(g(*i)). «=1,2, ...

Поэтому

lim x,n = lim xn = c
n→∞ n→∞

И 
f(g(c))=f(g W))∙

Но это несовместимо с (16) и (17). Значит, допущение (12) было неверным, 
и для всех α≤x≤A выполняется (11).

Доказательство теоремы 2. По лемме 1 имеется точка х0 и пара це­
лых чисел тик, k≠0, таких, что выполняется равенство

g(x0 + k ∙ τ)-g(x0) = w • Т.

Обозначим

А (x)=g (x + kτ)-m • Т.

Тогда A(x0)=g(x0) и в силу периодичности функций/(х) и f (g (x)) 

∕(A (x))≡∕(g (x)), -oo<x< + oo.

Таким образом, выполнены все условия леммы 2. Значит А (x)≡g (х) или 

g (х+А ∙ τ)-m ∙ T≡g (х). (18)

Подставим в это тождество

∕ ∖ ∕ ∖ . m • тg(x)=<p(x) + f7 X.

Получим
φ (х + А ∙ τ)≡φ (х).

Следовательно, функция g (х) принадлежит классу К.
Доказательство теоремы 3. По лемме 1 имеются число Хо и две пары

целых чисел (n1, m1) и (и2, w2) такие, что n1≠n2 и

g (*о + «1 ’ τ) -g (x0) ≈m1∙T,
g (x0 + n2 ∙ τ) -g (x0) = m2 • T.
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Так как функция g (х) аналитична на всей прямой, то при условии g (x)ψc 
имеется такое число ε>0, что функция g (х) строго монотонна на каждом из 
трех отрезков

[x0, *o+εL [*о + и1 τ> *o + Hιτ+ε], [x0 + H2τ, х0 + «2^+е].
Хотя бы на двух из этих трех отрезков (скажем, на отрезках [x0, x0+ε] и 
[x0+h1t, x0 + w1τ+ ε]) функция g (х) монотонна в одном и том же смысле. Зна­
чит, функции h (x)=g (x+n1τ)-m1T и g (х) на отрезке [x0, x0+ε] монотонны 
в том же смысле и по лемме 2 на этом отрезке

g(x) = h(x)=g(x+n1τ)-m1 • Т.
Из аналитичности функции g (х) следует, что это тождество выполняется 
на всей прямой. Доказательство теоремы 3 заканчиваем тем же способом, 
что и доказательство теоремы 2.

Вильнюсский Государственный Поступило в редакцию
университет им. В. Капсукаса 17.X. 1969
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SUDĖTINĖS FUNKCIJOS PERIODIŠKUMO KLAUSIMU

A. Šapurovas

{Reziumė)

Darbe įrodyta teorema.
Sakykime f (u) yra tolydinė periodinė funkcija, kuri nėra tapatingai lygi konstantai nė vienoje 

atkarpoje, ir g (x) — tolydinė, griežtai monotoninė arba analizinė funkcija. Jei ir sudėtinė funkcija 
f(g(χ)) yra periodinė, tai g (x) yra tiesinės ir periodinės funkcijos suma.

Be to, darbe parodyta, kad egzistuoja funkcijos f (u) ir g (x), turinčios šias savybes:
1) f (u) yra analizinė ir periodinė;
2) g(x) — be galo diferencijuojama;
3) f(g(x)) — periodinė ;
4) g (x) nėra tiesinės ir periodinės funkcijų suma.
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ON THE PERIODICITY OF COMPOSITE FUNCTION

A. Šapurovas

(Summary)

In this note the following theorem is proved.
Let f(u) be an arbitrary continuous periodic function, non-constant on any segment, and g(x) 

a continuous strictly monotonic or analytic function. If f(g(*f) is periodic, then g(x) is the sum of a 
linear and a periodic function.

On the other hand, there exist an analytic periodic function f(ιi), and an infinitely differentiab­
le function g (x), such that ∕(g(x)) is periodic, but g(x) cannot be expressed as a sum of a linear 
and a periodic function.


