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О МАКСИМУМЕ ОДНОРОДНОГО НОРМАЛЬНОГО поляР. ЛапинскасНастоящая заметка посвящена исправлению и обобщению теоремы 2 из [1], а также близприлетающему обобщению теоремы из [5].Рассмотрим действительное изотропное однородное гауссово поле η = =η (x1, х2, хя) сMη≡0, Dη≡ 1. Потребуем выполнения следующих усло­вий:а) корреляционная функция поля
r(x1, x2, ..., xn)≈f∙∙∙j ei<x∙λ>f(λ1, λπ)dλ1 ... dλn

— астакова, что
∞max [■■■ f ∣Λi(λ1, ..., λn)(<∕λ1 ... dλ,<∞-,

— ооб) r(x1, ..., xn)≤A^<l при|х|=]/х? + ... + х1>*;в) существуют производные 4-го порядка от функции г (x1, ..х„) в точке x1= ... =xn=0, и корреляционная матрица случайных величин η (x1, ..., xn), ηςf(x1, ..., хл), ≤.x∕x1, хя), ∕, √=1Γ^^невырождена.Обозначим
7)(X, ..., X) = max η(x1, ..., xn).

xi е io, X]
1 = 1, 2............П

Теорема 1. Пусть наше случайное поле удовлетворяет условиям а), б), 
в). Тогда при любом ε>0 почти наверное (п.н.) найдется такое (случайное) xo(*o<∞), чт0 при всех x>x0∣η(X, ..., X)-V2nlnx∣< <1+e>lnln* .((⅛-∙lnx)2Доказательство.Доказательство теоремы сводится к доказательству двух утверждений.
4. Lietuvos matematikos rinkinys, XI 2
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А. Пусть ε>0. П.н. найдется такое (случайное) x1 (x1< оо), что при x>x1 
справедливо неравенство

η(X .... X)>L(z, t)≡y‰≡-
lz (^⅛>1dx

Б. Пусть ε>0. П.н. найдется такое (случайное) x2 (x2<∞), что при x>x2 
справедливо неравенство

η(X, ..., X)<M(x, ε)≡]∕2nlnx + <*+e^1°lnA^ .

Доказательство утверждения А.
Обозначим Cε (х) событие, состоящее в выполнении неравенства

η(X, ..., X)≤L(x, ε).

Лемма 1. Пусть ряд

∞
∑ P{C,(<*)} (1)
к=\

сходится. Тогда с вероятностью 1 при всех достаточно больших х будет 
выполняться неравенство

τl{X, .... X)>]∕2^x- <'+ε>lnl°* .
1/ 2я ,k(^∏)≡lnx

Доказательство леммы вполне аналогично доказательству из [2]. В силу 
леммы 1 для доказательства утверждения А достаточно установить сходи­
мость ряда (1) при любом ε>0. Этим мы сейчас и займемся.

Определим (см. [1], [3])

J 1 при η (x1......... xn)>c,
“(Xi, Хг......... Xa)-j θ прИ ............x,)≤c.

Тогда интеграл
X

b(xt х, ..., x) = f ∙ ∙ ∙ f a(x1, ...» xπ)dx1 ... dxπ
о

будет мерой Лебега тех точек куба {0≤xi≤x, z = l, и}, где η (x1, ...,xπ)>cr 
с=const >0.

Очевидно, что

P{η(Ar, ..., ^)≤c} = P{Z>(x, ..., x) = 0}≤

Db(x,x, .... х) 
MaZ>(x.........х) * (2)
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При ЭТОМ
М6(х, .... x)>a1 ехр| , (3)
D*(x............ x)<∕ = a2 f f ■ ■ ■ f f ∣r(j⅛'>-x}l>, ...* o d

n пар.... J⅛,> - x{"> I exp I — 1 + |гц|)_л(|)...........⅛"'-x<">)∣} x
×dxfl'>dx⅛'>.............<⅛,>Λ⅛,>, (4)∣r<*..............<h<^⅛∙ (cm∙ <5>

i = 1, лЗдесь и впредь ai будут обозначать надлежащим образом подобранные константы.Получим более выразительную оценку Db (х, х).Разобьем область интегрирования в 7 на 2 части: Z=∕1+Z2, где I1 соот­ветствует область интегрирования
I ∣j⅛1>-xp>∣>α4,

А:1 ..................Į ∣⅛,>-x{">l>a4,а /2 соответствует остальная часть (В2). Здесь константу ai выбираем таким образом, чтобы (6)
max(∣x1∣, ..., ∣xn∣)>α4.Объем В2 равен p-2-⅛^]"≤<⅞Λ", а так как ∣ г (x1, ..., xn) | ≤ 1, то Z2≤α5xnexp∣ --у j •

Для оценки Z1 воспользуемся (5) и (6):∕1<<⅛exp{ с«| f- ■ ∙∫ (x-z1)×...×
at× <χ-z∙) s⅛rτ⅛<0^2"^leχp{ --2⅛τ c‘ J • Таким образом, получаем:P{η(T, .... X)≤c}<< <⅞c2exp{ ≤j ± + α,c>exp{^r) l- .

4*
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Положим теперь c = L(t, ε). Видим, чтоР { (βfc) } < 2 (fll° n 71n x)n (1+e)+≡ +
Jt=l fc=l. 1 1 \1+fll1 (iH7F ~~TΓ) lχ=efc-x2n÷100 i i 1= X (α10 « ^(i + ε) + ε +allχΓ Į fc ) < ∞ •fc=, (e2rt+1)Отсюда по лемме 1 следует утверждение А.Доказательство утверждения Б.Обозначим через Bε (х) событие {η (X, ..., X)≥M (х, ε)}. Рассуждая так же, как и при доказательстве леммы 1, получаем, что из сходимости ряда
∑ P{¾(e*)} (7)
Jt=lследует, что с вероятностью 1 при всех достаточно больших х будет выпол­няться η(X, .... X)<V‰⅛7+ (1+е)1111пх .1/ 2n 1|/ (й+Тр njcДокажем сходимость ряда (7). Воспользуемся неравенствомP{η(X, ..., X)>M(x, ε)}<M‰ax≥M(χ,ε)[0, х],где ‰aχ>Λ [0, х] - число максимумов случайного поля в кубе {[0, х] × ×...× [0, х]}, превышающих уровень h. Имеет место (ср. [4]) следующее равенство:M‰ax94[0, 1]= J G (z) dz ,

iiгде G (z) в случае п=2 выглядит следующим образом:
О 0 + Vηxlxl ηxtx,

G(z) = f f ∫ η,1x,ηx,xtω,(zt 0, 0;

"β -√'>x1x1'>x,x,

"Γixl Xl, ^f}xt Xi, ηxl Xj) ^flχl χs d^r∖χl χl d^f]χ3 χt.Здесь ω6(zi ηλ-1, η√, η*1xl, ηx,xs, ηx, Xt) — совместная плотность распределе­ния ординаты поля, его первых и вторых производных.Для G (z) можно получить следующие оценки:1) о
G(z)≤^2 ff ηχ1χ1 ηχ,χ3 ω5(zj 0, 0, ηx,xι, ηxιχ1)×
× dτ}χl χl dτ)χa χi ≤ A2 z2, exp ∣ ∩^^ I *>
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2) если ввести
ωg(zj 0, 0; ηjrιxχ, ηx, Л1, ηχ1χ1) =

{ωβ(z*, О, 0; ηx,xι, ηx,xι, ηx.xt) при ηχχjf.≤ε,
О при TQx1χj>≡,

то тогда

× ^γ)XιX> ∙Z2 еХР i 2 i ’

Таким образом, G (z)~A2z2e 2 при z→oo.
В общем случае записи выглядят сложнее, но также можно получить 

оценку
G(z)~Aπznexp I j ,

где А„ — константа, зависящая от п. 
Отсюда следует, что

M‰x≥a [0, х] < д13 hn~1 exp I - -2- } xn.

Отсюда
αo ∞ л—1 л—1

∑ P{¾(e*)} < ∑ (¾1 (2в)~ (tax)“ × 
fc=l ⅛=1
* (lnx)<" + 1)<1 + e> *") L-e*<1

1<Σ ⅛ п+3 ---------------  <∞> Л=1- 2∙ •••λ-÷+,"+'>'
Из сходимости данного ряда следует утверждение В, а тем самым и дока­

зательство теоремы 1.
Частным случаем этой теоремы является теорема из [3] и теорема из [2], 

в доказательстве которой, по-видимому, содержится неточность (неверно 
неравенство (7)).

Теорему из [3] можно усилить и в другом направлении, что в одномерном 
случае сделано самим Крамером [5].

Теорема 2. Если однородное нормальное поле η=η(x1, . ..,xn) с Mη≡0 
uDη≡l имеет непрерывно дифференцируемые реализации, удовлетворяет 
условию в) и условию сильного перемешивания (см. ниже), то для случай­
ной величины со:

η(JT, ..., JT) = ]∕2nlnx + (—λLL1Pln- -v √27hΓx

+ ω
V 2л In х
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существует следующее предельное распределение'.lim P{ω≤z} = e^β z .
X→<DДоказательствоДля доказательства потребуется ввести некоторые понятия, аналогич­ные [6].Положим для любых конечных S, VeRπ,

d(S, K) = min [∣1y- rυ ∣( = min
seS seSоеИ vεV

(si-vi)2

Дл я любого конечного множества SεRn обозначим 9Jζ а-алгебру, порож­денную событиями вида{η(x1)∈B1.............η(xi)eB⅛}, k=l, 2, ..., x,=(xf',, .... xii,)eSj
Bi, ι=l, к — борелевские множества. Положим δ(S, K) = sup [P(CD)-P(C)P(Z>)∣.Ce2BsZ>e2βκБудем говорить, что поле обладает свойством сильного перемешивания, если для любого конечного SeRnδ(S, ∏≤λr(rf(S, и),где λv(d)→Q при d→∞ и любом фиксированном V.Назовем аддитивную случайную функциюН (Δ), Δ∈Λn слабо однородной, если распределение Н (Δ) зависит лишь от объема множества Δ.Пусть Я„(А), и=1,2, ... является последовательностью аддитивных слабо однородных функций, принимающих только целые, неотрицательные значения. Положимvf=≡r (∆o),где ∆o — множество объема 1.Рассмотрим последовательность нормированных функций ζ√∆)=^(A),

Δгде — есть множество, состоящее из точек
Положим ur(x...........х) =P {ζr (Xx) = 1}, где Кх — куб {[0, х] × ... × [О, х]}.ВведемΦr ∖χt • • • , х) — 1 jcn •
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Лемма 2. Пусть Hr(∆), r=l,2, ... — последовательность аддитивных, 

слабо однородных функций множества Δ, обладающих свойством сильного 
перемешивания, причем соответствующие функцииλw(J)= supλ⅛>(J)→O
равномерно при d→∞. Пусть, также vr→0 при r→∞.

Если функции φr (х, ..., х) таковы, чтоφr(x, ., x)→0 при r→oo, x→0,
то P{ζr(∆1) = fc1.............ζ,(∆m) = fcm}→

l∆1∣⅛- ■■■ ∣∆m∣*" е-<|Д>'+--- + 1Дт1>⅛ι∣ ... *„1
при r→∞.Здесь I ∆i I — объем множества ∆i, ι=l, тн ∆i — непересекаклциеся мно­жества.Лемма 2 доказывается аналогично теореме 3.1 из [6].Если в качестве Н (Δ) взять число максимумов случайного поля η (x1, ..., jcn) в множестве Δ, то, в частности, получаем: <.0∣ v√cКак уже было _ с1vc = M{‰msc(0, l)}~Λc"-1e^2 , (11)где А„ — константа, зависящая от и.

ZПоложим сейчас в (10) k=0, y=e n и обозначим
1

Если фиксировать z, а с устремить в бесконечность, то из (10) получаем: lim P{‰st(0, x) = 0} = e~e^2.
x→ooТак какP{‰χ⅛c[0, x] = 0}~P{η(χ .... X)≤c},то limP{η(X, .... X)≤c} = e-'^2. 
x→∞Из (10) и (12) получаем:
c2 = 2n In х (1 + Id Ля + (я— 1) In In x+z' 

п In x
c ~ ]∕ 2n In X + Г(л—l)lnlnx V 2л In x zV 2л In X



288 P. Лапинскас

Отсюда и следует утверждение теоремы 2.
Замечание. Требование теоремы 2 относительно выполнения условия силь­

ного перемешивания, по-видимому, можно ослабить (ср. [9], [8]).
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APIE HOMOGENINIO NORMALINIO LAUKO MAKSIMUMĄ

R. Lapinskas 

(Reziumė)

Darbe nagrinėjamas atsitiktinio lauko maksimumo augimo greitis, taip pat surandamas šio 
maksimumo ribinis pasiskirstymas.

ON THE MAXIMUM OF STOCHASTIC GAUSSIAN FIELD

R. Lapinskas

(Summary)

The rate of the maximum growth of Gaussian stochastic field has been investigated and limit 
distribution of the maximum has been found.


