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О РОСТЕ ЦЕЛЫХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Ш. И. Стрелиц

Известный метод Вимана—Валирона определения порядкам типа целых 
трансцендентных решений алгебраических дифференциальных уравнений 
не приводит к результату в тех случаях, когда в исследуемом уравнении 
встречаются выражения типа (In w)w, где w — искомая функция. Ниже мы 
занимаемся именно такими уравнениями, из которых нередко удается из­
влечь определенную информацию о росте интегралов и в этом случае.

1. Наше исследование опирается на следующую, доказанную нами в 
[1], теорему.

Теорема А. Пусть f (z) — целая трансцендентная функция, М (г) — 

ее максимум модуля’. М (r)=max ∖f(z) |, а К (r) = , где М' (г) — про-
]z∖=r

изводная справа от М (г). Обозначим через ζ точку на окружности ∣ z ∣ = r, 
в которой ∣∕(ζ) \ =М (г). В этих условиях вне некоторого множества ин­
тервалов Е конечной логарифмической меры на полуоси г >0, т.е. множества

Е

имеют место соотношения’.

n п (1+а)

∣P"ln∕(ζ)l<CπJC2 (r)ln 2 K(r); r=∣ζ∣⅛i,, п = 2, 3, 4, ... (1.1)

где D=z D> = D (D'>^1), С„ — постоянные, а а — произвольное положи- 

тельное число, от которого зависит множество Е : Е=Е (а).
Кроме того, справедливо равенство [2]:

ζ⅛bι∕(0=-⅛=^'∙)' (1'∙1)

если через ζ обозначить соответствующим образом подобранную точку 
максимума функции ∖f(z) | на окружностях | z | = г в точках разрыва функ­
ции К (г) ’, таких точек не более чем счетное множество с единственной 
предельной точкой в бесконечности.

Отметим следующее, нужное нам в дальнейшем изложении, тождество:

Dn In w). (2.1)

где Pn - полином степени п по D.
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Так как [1]
lim
r→∞ 
r*E

rpK<(r) π
М(г) ^υ

при любых р и q, то какой бы ни был полином Р* от D и z и число j>0, всегда
P∙ (ζ, D ln∕(ζ), D' ln∕(ζ).........2>” Io∕(ζ))--------------------------749-------------------------- ζZ°' lζl≠*2. Рассмотрим алгебраическое дифференциальное уравнение 

F0(z, w,t w", ..., ≠j>) = 0.На основании (2.1) приведем его к следующему виду:
(3.1)

F(z, w, Dlnw, D2lnw, ...» Dnlnw) =
рЗ= 2 Fj (z, D In w, Dz In и>, ..., Z)"ln w) wp~j=O. (1.2)

;=oПусть w=w(z) — целое трансцендентное решение уравнения (1.2) и ζ — его точка максимума на окружности ∣ z ∣=r : ∣ w (ζ) \ = М (г). Положим:Fj∙(ζ, Z)lnw, ..., jD"1πw) =
Σ ... (öln H-(ζ))',.. .(p"toM>(ζ))'". √=0, 1.............р.

Λ+G+...+∕n=OВ силу (3.1) отсюда вытекает, что
Fy(ζ, Dlnw(ζ).........D"l∏w(ζ)) n .

----------------------------T7r^∖-----------------------------> О, j∏'y(ζ) ζ→coРазделив уравнение (1.2) на wp(ζ), находим: ЪфЕ.

(2-2)F0(ζ, Z>lnw, ..., Z>nlnw) = o(1), w = w(ζ), ]ζ∣⅛P.Перепишем еще (2.2) в соответствии с (Г. 1) следующим образом:F0(ζ, К, Z)2ln>v, ..., Z>nlnw)=P(ζ, tf) ++P0(ζ, К, Z)2lnw, ..., Z)"lnw) = O(l), где в Р (ζ, К) собраны только те слагаемые из Fo, в которых множителями являются лишь К и ζ, а в Ро — все остальные слагаемые. Положим:
P(ζ, tf)=∑ Qj(ζ)K*~j (3.2)

/=ои P0(ζ, К, Z>alnw, .... Z>"1πh>) =
∑ Qjljt...jn(ζ)^(D2lnwy∙ ... (D"lnw)yn, (4.2)

Jι+Jt+∙ ∙ ∙+Jπ=l
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причем либо √2 + ... +j'∏>0, либо Qjl ,,,j (z)≡0. Ниже мы ограничиваемся тем случаем, когда в (3.2) ^>1. Оценим Ро. Пусть Qjl ..,jn(z) — полином степени pjl ,,,jn. По (1.1), положив ∣ ζ | = г, получаем:∣P0(ζ, К, Z>2lnw, ..., DnInw) 1 <2j⅜÷3∕g+...+η∕w

< C' ∑rp,'j∙ -j" (Kln1+* K)'+ 2 , (5.2)где сумма берется по всем индексам Jlt j2..........jπ, для которых в уравнении(4.2) Qhjt ".j (z)≠0, а С">0 — некоторая постоянная, которая от г не зави­сит. Выражение справа в (5.2) можно несколько упростить. Допустим, что в упомянутой сумме имеются два члена rr* (Λ'ln1+αX)mι и rs* (K↑n1+aK)m* та­ких, что 51≤52 и m1≤ m2. В силу того, что для целой трансцендентной функции 
K=K(r)→∞,

r→∞г51 (tfln1+a K)m> + rs* (tfln1+a K)m* ≤ 2rs∙ (X'ln1+a A,)m∙, г > r0. (6.2)Проведем в (5.2) все возможные упрощения такого вида и запишем затем полученную сумму по убывающим степеням от К. Имеем:
∣P<,(ζ, К, П1пи>............. β"lnw)∣<c 2 rj(Kin1+,,K) 2 , Č = const>-ιили, усиливая последнее неравенство,

m0 (1÷<⅞) m0-2 m0-J∣∕>0(ζ, К, Dhw.............P"lnM')∣<ln 2 К ∑ rJK 2 , (7.2)j-ιгде sj<sj+1, У=1, 2, ..., m0- 3, гфЕ (в противном случае можно было бы про­вести дальнейшее упрощение указанного типа).3. Соберем в сумме (4.2) все слагаемые, модуль каждого из которых не превосходит числа
m0-j mβ (l÷ot)

C*riJK 2 in 2 К, r>rn.Пусть ςj = ςjSλλ ...ja(ζ)K^(D*lnwy∙ ... (D"ln√"и есть соответствующая сумма. Таким образом,
Po = ∑ι + Σ2 + . . . + Σmo-2и

mβ-J (1+а) m0
∖Σj∖<C**r,JK 2 In 2 К, у=1, 2, ..., m0-2. (1.3)Уравнение (2.2) перепишется теперь так:
2 0j(ζ)^,+ ∑l + ∑2+ ∙ ∙ ∙ +∑m0-2 = θ(l)∙ (2.3)7=0Полагая
Qj(z) = A^zjj +A^zσ*~1+ ... +ЛоУ = (1 +o(l)j A^z°j∖
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находим:∑ (l+o(l)) 4>>ζσ⅞'+Σ1 + Σs+...+Σra,-2 = 0(l). (3.3)√=0
Допустим, что для каждого слагаемого ∑y из (3.3) найдется член Qi (ζ)Ki 

такой, что ш°2~- < i, а s,7≤σ*. Тогдаρj (ζ) κι + Σ7=(1 + о (1)) Д‘> ζ°r к>+∑j. =

и в силу предположения ( m°2~y- < i, sj≤σf

I Q+o(l))∑,∙
I jω ζ°r κi κ→o.

В этих условиях уравнение (3.3) приобретает сейчас следующий вид:

∑ (l+o(l)) = (4.3)
у=о

К такому же уравнению приводит и метод Вимана—Валирона в тех случаях, 
когда он применим. У нас это соотношение получено в более общих предпо­
ложениях. Уравнения типа (4.3) хорошо исследованы (см., например, [3]), 
и мы этот случай оставляем в стороне.

Ниже мы рассматриваем тот случай, когда (3.3) вышеуказанными опера­
циями не может быть сведено к (4.3), .а упрощения приводят только к нера­
венству

q ∕n0 (l÷a) mg — 2 m0-√I ∑ (1+o(l)) 4'>ζ°'K'∣<ln 2 К ∑ r’JK 2 • (5.3);=0 j=1
В следующих пунктах мы занимаемся изучением этого неравенства.

4. Разложим полином

P*(z, η)=2 (1+°(1)) -4on^σ'ηy7 = 0
на множители в окрестности бесконечно удаленной точки z=∞, как и полином

P(z, η)= ∑ Z,>ηm∙-A„ 7=1
Пусть

P*(z, η) = (l+o(l)j Atf> z°q J-I ^η-(l+o(l)j αizσ'Y
1 ' '

σ1 ≤ σa ≤ . .. ≤ σq
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И P(z, η) = z*ι [^[ ^η-(l+o(l)) biz,^∖ v1∙≤va≤ .. . ≤vm, τn = m0-2.
Очевидно, при ∣z∣ = rIP* (z, η)∣≥(l+o(l)j ∣Λ⅛7ψσ9 Į~Į j lηl-(l+o(l)j ∣αi∣ rσ,' ∣ (1.4)

i=lи IP(Z, η)i≤r>∙ ∏ (iη∣ + (l+o(l)) ∣hi∣rv')∙ (2.4)
Обозначим ∖ai ∣ = αi и ∣ bi ∣ = 6i. В соответствии с (1.4) и (2.4) для (5.3) нахо­дим: ∏ j ΛT-(1 +o(l)] air°i |<

i=l

r∏o(l÷α) m / .<Cr11^o*ln 2 К ∏ (]∕tf+[l+o(l)j ¼r,')∙
Положим: σ=s1-σ* и р„= + 1. Пусть, далее, г>г„. Из предыду-щего неравенства сейчас выводим:∏ j -K-(l+o(l)j air°‘I <г”In".К ι = l (3.4)

Покажем теперь, как можно из неравенства (3.4) извлекать сведения о росте любого положительного его решения, растущего в бесконечность вмес­те с г. Для этой цели упорядочим совокупность чиселσi, σ2, ...,σ9, 2v1, 2v2, ...,2vm по их величине. Пусть этим упорядоченным множеством будет последова­тельность {λj }y+1'n: - ∞ <λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤λ9 + m < оо. Положим: λj=max (λj∙, 0), 7 = 1,2, ..., q + m. При этом0≤λ1≤λ2≤ ... ≤λ9 + m<∞. (4.4)Будем искать решение неравенства (3.4) K=K0(r), удовлетворяющее со­отношению: ⅛⅛W 0 (5.4)
r→≈ ∣nr v ’причем O≤λ5≤p≤λs+1∙, λs<λs+1. (6.4)Предположим, что это число р находится между последовательными, не равными показателями σ, и σl+1 и двумя различными соседними 2vfc и 2vk+1.∙σf≤p≤σ1+1∙, 2vk≤p≤2vk + 1. (7.4)
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Неравенство (3.4) показывает, что р может равняться как числу σl, так и числу σj+1. Поэтому будем считать, чтоσ,<p<σ,+1. (8.4)В согласии с (5.4) должна существовать последовательность значений {гл}, 
rn ↑ ∞ такая, что¾W = fs<'∙,. ε(ra)→0.

n→∞В силу (7.4) и (8.4) при п> N с достаточно большим NĮ rj+ε<rΛ,-(1 +o(l)j air°ni j = (l+o(l)J rj+ε°√ при σ∕≥σl∙∙,j rj+ε<rn>-(l+o(l)j alran, i = (l+o(l∙)j γan,ai∖ σ∣<σi', p+ε<r∏) I p+ιε(r∏>l [v1∙≤va∙,
rn 2 +(l+o(l)) ¼rj ≤Crn 2 при или C=const.v / л I ∣p = 2vjt+1,

P+e<rn>
rn 2 +(l+o(l)) bif,ni ∣ = (l+o(l)j bir',ni ; vfc+1<vf. (9.4)Подставим в неравенство (3.4) r=rn и K=K0 (rn) и воспользуемся соотно­шениями (9.4). Мы находим:(1 + о (l)j√p+e 'r^,> '+‰ι+-+^ <<C*p' ’-ln'’T„-r/(₽ + |s(''")l)+''* +1 + v‘+2+-- +v" + <l+i^, (10.4)

* см. (6.4).

С*  = const. Отсюда немедленно следует, что необходимоp∕+σz+ι + σ∕+a+ .. . +σ9≤-y- + v* +1+ .. . +vm + σ.Здесь возможны три случая.I) 2l-k>Q.Теперь из (10.4) получаем:
m q

2 (σ + 2 ’У" ∑ »/)

. )-k+∖ У-/+1P≤Po---------------- ---------------------Если p0>λ* s, то возможны решения неравенства (4.4), для которых λs<p≤min (ро, λs+1). (11.4)Функции K=Ar^t где р удовлетворяет предыдущему соотношению, дают примеры таких решений. Если же p0≤λs, то не существуют решения нера­венства (3.4) с искомым порядком.
∏) 2l-k<0.В этом случае

(12.4)
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Как ii выше, нетрудно убедиться, что только при p0 < λs+1 существуют решения 
с порядком р:

max(λs, ρ0)≤p<λs + 1. (13.4)

ΠI) 2l-k=0.
При этом условии необходимо

q m

Σ σJ≤ Σ v>+σ∙ (l4∙4)
j=l+l √=fc+ι

Если последнее соотношение имеет место, то существует решение исследуе­
мого неравенства (3.4) порядка р:

λs<p<λs+1. (15.4)

Примерами таких решений служат функции К=Аг?, для которых р удовле­
творяет (15.4). Если же (14.4) не имеет места, то нет решений К (г), для кото­
рых выполняется (15.4).

Указанным образом следует проверять все интервалы (λs, λs+1), s = 1,2, ... 
(см. (6.4)j, устанавливая множество значений, могущих быть порядками 

положительных решений неравенства (3.4).
Обозначим через λ0 — наименьшее положительное число в последователь­

ности (6.4). Надлежит проверить и те значения интервала (0, λ0) и луча 
(λ9 + m, ∞), которые могут оказаться порядками соответствующих решений 
неравенства (3.4). Остановимся несколько подробнее на случае луча (λ4y + m, ∞).

Если в (3.4) m^≥2q, то существуют решения K=K0(r) бесконечного по­
рядка. В этом можно убедиться на примере функции X=exper. Если же 
m<2qt то все решения неравенства (3.4) конечного порядка. Для доказатель­
ства этого утверждения допустим, что существует решение К=К* (r) с

1⅛ hl,g*-ri- = ∞∙ (16.4)
r→αo lnr ' '

Найдется такая последовательность rπt∞, что

J*W='i',∙ Λζ,→∞.

При достаточно больших п Nn>σf+2vm, так что в силу (9.4) ⅛ΛΓn≤-y ΛΓ1,+σ 
или Nn≤σ∣2q-m, что противоречит (16.4).

Наше утверждение доказано.
Вернемся теперь к целому трансцендентному решению w (z) уравнения

(1.2). Допустим, что справедливо (5.4): lim = р. В силу определения
r→oo ИП r

функции К (г)

Так как по теореме Адамара о трех кругах In М (г) выпуклая функция от ln г, 
то

ln2≤lnM(r)-lnΛ∕ (^-)<lnΛf(r) (17.4)
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И lnM(r)-lnΛ∕(l)≤tf(r)lnr, (18.4)откуда немедленно следует, что порядок функции К (г) совпадает с порядком функции In М (г), т.е. и с порядком решения w (z). Таким образом, множество порядков растущих в бесконечность решений неравенства (3.4) является так­же совокупностью возможных значений порядков целых трансцендентных решений уравнения (1.2).
Замечание. Неравенство (3.4) мы решали при гфЕ, где Е— множество интер­валов на полуоси г>0 конечной логарифмической меры. Но всегда

lim
Γ→∞
Г t Е

∖nK(r) 
In г = Нт

r→co

In AΓ(r) 
In г(см., например, [4]). Таким образом, из (17.4) и (18.4) действительно следует сформулированный выше результат, несмотря на то, что все исследование относительно функции К (г) велось при г ф Е.5. Проиллюстрируем сказанное на примере следующего дифференциаль­ного уравнения:Λ,(z)^⅛(z)(z (^)'),+P,(z) = 0, 

где Po (z), P1 (z) и P2 (ς) — полиномы. Неравенство (3.4) принимает теперь вид
!*3+(1+o⅜≡H<l ≡rl*2b2'1+α,*∙ <1∙5>Пусть в окрестности z=∞

∣¾⅛l=(ι+0(i))iz∣m*∙ i ⅞t ∣=(1+O(D)Тогда по (1.5)I К3-(l+o(l)) arm i < (1 + o(l)j ⅛r"X2ln2<1÷∙>X.а) w≤0. В этом случае из (2.5) вытекает асимптотическое равенство
К3-(1+O(l)) αrm = 0,откуда немедленно следует, что порядок любого целого трансцендентного 

mрешения исследуемого уравнения равен -у.б) w>3n>0. Будем искать решение неравенства (2.5), для которого Hm ln∕c<r> = р. Для некоторой последовательности rp ↑ ∞ К (rp) = r→co in r
≈r⅛+e(rp>. (2.5) дает нам теперь:I A73(rp)-(1 +0(1)) ar^ ∣<(l+o(l)) Z>*<2<p+*0>,)ln2<ι÷">r,.

Предположения р>у и Р<у приводят к противоречию с условием б). Мы приходим к заключению, что порядок любого целого трансцендентного ре­шения равен в обсуждаемом случае у.
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в) n≥y. Проверка всех представляющихся здесь случаев показывает, 

что порядок любого трансцендентного решения рассматриваемого диффе­
ренциального уравнения удовлетворяет неравенству ≤p≤h.

Точность наших оценок зависит в известных пределах от точности нера­
венств в теореме А. Последнее зависит от распределения нулей исследуемых 
функций по аргументам. Можно указать примеры, показывающие, что в об­
щем случае показатель степени в неравенстве (1.1) уменьшить нельзя.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 1.ХП.1969Литература1. Ш. И. Стрелиц, Поведение аналитической функции при больших значениях ее модуля Лит. матем. сб., Ш, № 2 (1963), 123-175.2. Ш. И. Стрелиц, О максимальных модулях аналитических функций, УМН, X, 4 (66) (1955). 153-160.3. Ж. Валирон, Аналитические функции, Μ., 1957.4. Ш. И. Стрелиц, К вопросу о росте целых трансцендентных решений уравнений в част­ных производных, Лит. матем. сб., IV, № 4 (1964), 541—563.
DIFERENCIALINIŲ LYGČIŲ SVEIKŲ TRANCENDENTINIŲ SPRENDINIŲ AUGIMO 
KLAUSIMUŠ. Strelicas
{Reziumė)Vimano — Valirono metodas algebrinių diferencialinių lygčių

P (z, w, w', .... ιv("') = 0 (1)sveikų sprendinių eilei ir tipui nustatyti dažnai neduoda rezultatų, kai polinome P yra reiškinių pa­vidalo (In w)(fc). Darbe tiriamos kaip tik tokios lygtys, iš kurių pasiseka išgauti informaciją apie jų integralu augimą.
/ d \k[1] darbe autorius gavęs reiškinių I ζ J In w (ζ) įvertinimus maksimumo taškuose ζ, kur max i w (z) ∣ = ∣ w (ζ) |. Jais naudojantis šiame darbe atliekamas (1) lygties tyrimas.ω=lζ

ÜBER DAS ANWACHSEN GANZER TRANSZENDENTER LÖSUNGEN EINER 
DIFFERENTIALGLEICHUNG5. Strelitz
{Zusammenfassung)Die bekannte Wiman — Valiron’sche Methode zur Berechnung von Ordnung und Typus gan­zer transzendenter Lösungen einer algebraischen gewöhnlichen Differentialgleichung

P{z, w, w', ..., w(n) = 0 (1)versagt oft, wenn in P Ausdrücke der Form (In w) <fc) vorkommen. In dieser Arbeit werden Diffe­rentialgleichungen der soeben erwöhnten Gattung, aus denen wir bestimmte Aussagungen über Ordnung und Typus ihrer Integralen machen können, untersucht.Die Differentialgleichung (1) wird mit Hilfe der von dem Autor in [1] für die Ausdrücke 
(r d \wI ⅛ In w(ζ) in den Maximalpunkten ζ, wo max ! ιv(z)[= ∣ w (ζ) | ist, bewiesenen Be­ziehungen behandelt.




