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O JIBOHHOW HEOQHOPOJAHOM CUCTEME
PA3HOCTHBIX YPABHEHHUM

JI. W. Tpyumusa
B Hacrosie#t pa6oTe H3y4aloTCs Leble H MepoMop(dHble petuetus f (z) ABOHHOM
HEOJAHOPOJHO CHCTEMbl Pa3HOCTHLIX YpaBHEHHIl
LIf@)=D afz+u)=g(), a=1, a,#0, u,=0,
- ()

n
Mf@]= D bifz+B)=h(z), bi=1, b,#0, =0,
i=1
TAe a;, 2 U by, By, k=1,2, ..., m; i=1,2, ..., n— 3ajaHHble KOMIIJIEKCHbIE YHC-
Ja, a g(z) 1 h(z) — 3akaHHble Lesble QYHKUHH 3KCNOHEHLMAaJIbHOTO THNA, Ml
npejnoJaraeM, 4to o, =rtx, B,=1,8, Tae
0ty <ty< ... <ty=1, 0<7y<1< ... <7,=1, Im (o : B)#0.
Takum 06pa3oM, BCe TOUKH o, J€XKAT Ha OTPe3Ke, COSNUHAIOMEM TOUKH z=0 1
Z=0., a BCe TOUKH [, — Ha OTpe3Ke (HEKOJIJIHHEADHOM C MepBbIM), COEHHSAIOLEM
Touku z=0 u z=0.
OnHopomHYIO cucTeMy
{ L[f(2)]=0, @
M[f(z)]=0
TIPH TaKHX XKe ycaoBuax usyvana A. I'. Hadranesnu B paGote [2].

Cucrema (1) sBasieTcsl cBepxonpeJiesieHHOl: B Hell TOJIBKO OiHa HEH3BeCTHas
Oynkums f(z) 1 ABa ypaBHe Husl. [leHCTBYS Ha NepBOe U3 STHX yPaBHEHHMil one-
patopoM M, a Ha BTOpoe onepaTtopoM L, Mbl NPUXOAUM K HEOGXOAUMOMY  YCJO-
BHIO COBMECTHOCTH cHcTeMbl (1):

L [k (2)]=M [g (2)].
B pa6ote nokasaso, 4To 3TO y C/IOBHE SIBJSIETCS M AOCTATOYHBIM sl CYIIECTBOBA-
HUsL MepoMopHbIx peweHnfi cuctembl (1). Kpome Toro, Mbl H3yuujM TOJIOCH
M TJIaBHbIE YaCTH 3THX MepOMOPGHBIX pelleHHil U uesnle peiueHust cucteMsl (1).
Cnenys pa6ore [2], nosy3aMkHyTHil napaigenorpamm IT,
IT:z=wuo+9B, O<u<l, O0<o<l
HasoBeM QyHJaMeHTaJbHBM MapaJngaesorpaMmonm cucteMsl (1), a pyHxuu

n

L0=3 e, MO-3 S0
k=1

i=1
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napofi xapakTepuctuuyeckux Gynkuuit cucremnl (1). O6cobenHo mpocto no-
JIyueHHble B paboTe pe3yJbTaThl 3BY4YaT B CJydae, KOTJa XapaKTepHCTHUYECKHe
¢yHKuKM He HMeloT o6LUX HyJell. B 3ToM ciyyae cucreMa (1) HuMeeT eRMHCTBEHHOE
HeJoe pelieHHe H eJWHCTBEHHOe MepoMopdHOe pelLueHHe C Hamepef 3afaHHBIMH
MOJIIOCAMH H TJIaBHBIMH 4acTMH B (PyHAaMeHTaJbHOM NapaJsijie/iorpaMMe.

B pa6ote paso6paH Takxe cily4ail, KoTjJia XapakTepHcTayeckue GpyHkuuu L (1)
H M (f) uMeloT obluHe HYJH. ‘

§ 1. Lennie pewsenus

Ecau f(z) — uenass ysxuus, To
fetN=f@+L @O+ L@+

O6osHauuM yepes D omepatop Au(depeHurpoBaHHS
(or@=r@)-

Tlpenuinyimee pasoxeHne 3alHLIEM B BHAE
f(z+a)=[l +1X D+ L D=+...]f(z)=ewf(z),

a onepatop L [f(z)] B Bupe L (D) f(2), rae

L(D)=3, a, ¥, ®3)

k=1

Auanorauso, onepatop M [f (z)] nepennurercs kak M (D) f (z), rae

M@D)=3 b ", 4

i=1

u cucrema (1) B Buge

L(D)f(2)=g(2),
M(D)f(2)=h(2).

Tlpy u3yueHHH HeJbIX pelneHuit cHcTeMsl (1) Mu! He GyJAeM HCNOJb30BaTh pas-
HOCTHBIH XxapakTep onepatopoB L (D) u M (D), u Bce HCCNeNOBaHHS MPOBEAEM
npepnoaaras, uto L () u M (f) — moGble LeJible QYHKUHE KCIOHEHIHaNLHOTO
THNa, o6lMe HY/NH KOTOPHIX IOAYMHEHH CJ/eAyiolleMy eAHHCTBEHHOMY OTpaHH-
yeHno. Eciim Ay, Ay, A, ... oOmue Hysan ¢yurumit L () 1 M (f), To cywmecTsyer
uenast GyHKuusas K (f) 3KCNOHEHUHaJbHOTO THMA, HMEKomas HYJH B TOUKaX A,
Az, Ag, ... H TOJBKO B HHX. [IpH 3TOM, €C/IH A; HYJIb KDATHOCTH Ky A/ QYHKUUH
L (t) 1 KpaTHOCTH k3 A1 GyHKUMH M (f), TO cuMTaeM, uTO A, SABJSeTCs HYyJeM
KPaTHOCTH

ky=min (ky, k) ©)

Ias pyukupk K (¢). Ecan dyskuun L (£) n M (t) He HMeloT oGIMX HYJIef, To mo-
JntaraeM K (1) =1.

()
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[Napy onepatopoe L (D) u M (D), xapakTepHcTHYecKrHe (PYHKLUH KOTOPBIX
YAOBJIETBOPSIIOT YKa3aHHBIM YCJIOBHSIM, Ha30BeM HopMaJibHOM napofi Audipe-
peHuMaJbHbIX omepatopoB. Omepatop K (D) HasoeeM OGWHM JejUTeJeM
3toit mapwt. L (D), M (D).

Teopema 1. [Tycme L (D) u M (D) nopmarsran napa Oughpeperyuarbroix
onepamopos, K (D) ux obujuii deaumens, a g(z) u h(z) — yenrvie pynrxyuu’
3KCnoHeryuareno2o muna. JJaa moeo, 4mo6st cucmena (5) umeaa yesoe pewserue
Jo (2), Heo6x00umo u docmamoutio, umobbL 6bLNOARAROCE YCAOBUE

2D h@=%5 2. )
Ecau 3mo ycaosue 8binoanero, mo obuee yeaoe pewsernue cucmenot (1) umeem eud

F@=£ () +hA ), @)
20e fi (z) — a060e yeroe pewerue ypasHeHus

K (D) f(2)=0.

B wacmrocmu, ecau K (D)=1, mo cucmema (1) umeem edurcmeerroe yeaoe pe-
werue.

JokasaTeabcTBo. 1. PaccMoTpuM cHauasna yacTHbli cayuaft, korfa L (f)
H M (1) He uMeloT o6wKX HyJAei. B atoM cnyuae K (D) =1 u ycaosue (7) nepexo-
JHT B

L (D) k(2)=M (D) g (2). ©)

Heo6xoasMocTh 3TOTO YCJIOBHA HaMH yxe Gblla OTMedeHa BO BBEIEHHH.

Ipexnonoxum Temeps, uTo ycaopue (9) BumosseHo. PaccMoTpuM BTOpoOE
ypaBHeHHe cHCTeMbl (D):

M(D)f()=h (2).

OT0 ypaBHEHHe HMeeT LeJioe pelueHne f; (z), ABasioueecs Leoi GpyHKuueH sKeno-
HeHUHMaJbHOro THNa (cM. [1], crp. 359).

CrnegoBaTeibHO,
M (D) fi(2)=h(2). (10)
3amennM B cucreme (1)
F@)=f(2)+9 (2), (an

Mbl MOJTYYHM:

{ L(D)[fi(2)+9 (2)]=g (2),
M (D)L (D) +e ()]=h(2).

nau vuutbiBas (10),

L(D)o ()=E(2),

{Mwm@hm (12)
rae

E(:)=g ()~ L (D) £; () - (13)

nejast GyHKUMS 3KCNOHEHUHAJBLHOTO THMNA,
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3amertuM, 4To coraactHo (9) u (10)
M (D)E (z)=M (D) [g (2) - L (D) )1 (2)]=M (D) g () —
—L (D) M (D)fy(z2)=M (D) g (z)—L (D) h(z)=0.
Torzma (cm. [1], cTp. 346)

!
E@=Y Pi(2) e, (14)
i=1
rae A, i=1,2,3, ...t — HyJ4 KpaTHOCTH k; GyHKuuu M (f) u P;(z) — MHOro-
YJIeHB!, CTeleHb KOTOPLIX CTPOro MeHblue k.
Takum o6pasom, cucreMa (12). nepenuuercs B Buje

t
Az
L(D) (P(Z)_Z‘: Pi(5) e, (15)
M (D) ¢(z)=0.
Tak kak no ycaosuio GyHkuun L (f) u M (f) He HMelOT oOIWMX HYJseidl, TO INpH
BCexX i —

L () 0. (16)

TlosToMy cymecTByeT Takoit MHOrouneH P (z), cTemeHb KOTOPOTO COBHajaeT
CO CTemeHbl0 MHoTouJeHa P; (z), uTo

L(D)P}(z) € =P,(z) €7 . (17)
Ilpu atom
M(D) P! (z) ¥ =0

U uenas QyHKUHSA
<p(z>=§ P (z) €~ (18)
i=1
SIBJISIETCS pelleHHeM cucTeMsl! (15). CnenoBaTenbHO (CM. (1 1)), yHKUUSA
f@=f@)+ Z ACTAE (19)
i=1

ABJISIETCS LeNIbIM pelleHHeM CHCTeMbl (5).
ST0 pelueHye eAHHCTBEHHO, TaK KaK OXHOPOJAHAs CHCTeMa

L (D) f(2)=0,
w10 20
HMeeT B 3ToM cayyae (cM. [1], cTp. 363) ToibKO TpHBHAMbLHOE mejoe petueHH®
f(2)=0.
1. O6o3naunm uepes
Lo=£2, m@p=¥2 @1

k(D) ’ K(D) °



O 0soiinoli HeodHOPOOHOU cucTeme 387

Cucremy (1) MOXHO mepenHcaTth B BHJAE

L, (D) K(D)f(z)=g (2),
{ M, (D) K (D) (2)=h (2). @2
3ameHa
F(2)=K (D) f(2) (23)
nepesoguT cucreMy (22) B
L, (D) F (z2}=g (2),
{ My (D) F(2)=h (2). @)

ITo ycnoBusim Teopemel L, (f) u M, (f) — QYHKUMH 3KCHOHEHLHAJBHOTO THNA U
He uMeloT o6wux HyJeit. IToatomy cucrema (24) NOJHOCTBIO COOTBETCTBYET INpe-
JAbIAYIIEMY CJYy4Yalo, H YCJIOBHE

L (D) h(2)=M, (D) g (2) —
HeOoGXOAMMO U JOCTAaTOYHO AJSI CYINECTBOBAHMS LeJoro peteHust Fy (z) cucreMsl
(24). Ilpu 3TOM F, (2) — €AMHCTBEHHOE LieJI0e pelueHHe 3TOH CHCTeMbl. Y UMThIBast
3aMeHy (23), npuxoauMm K IuddepeHIHaIbHOMY YpPaBHEHHIO GeCKOHEYHOTO Mo-
psifika

K(D)f(2)="F,(2), (25)
HMeloUIeMY Te JKe LieJible perueHust, 4to # cucreMa (1). Tak kak K (f) — yHkuus
SKCMOHeHNMaN bHOTO THMa, TO (cM. [1], cTp. 359) 3TO ypaBHeHHe MMeeT ILeJsioe
pewueHHe f, (2). OGliee petleHHe 3TOTO YPaBHEHHs, a BMecTe ¢ TeM H ofliee peiwe-
Hue cHcTeMbl (1), HMeeT, OYEBHAHO, YKa3aHHBI B TeopeMe BH.

2. O6patHMcsl K M3YUYeHHIO POCTa LeJbX peiueHHil cucteMsl (1). ¥caoBuMcs
O HEKOTOPHIX TepPMHHaX.

Onpegenenue. [lycts ¢ (z) — nenass QyHKuusi, NOPALOK KOTOPOi paBeH p,
a tun ¢. [lapy unces (p, o) HazoBeM pocTOM PYHKUHH @ (). Y CJIOBUMCS CYHTATh,
4TO POCT (p;, 61) PaBeH POCTY (pq, Gp), ECHAH Py =Py H 63 =06, EC/H p; > g, HJH TIPH
1= P2 BBIIOJIHSIETCS HEPABEHCTBO G, > Gg, TO POCT (p;, 6;) GyleM cUHTaTh GoJbLie
pocta (ps, 6,). PocT napnl ¢yHkumii g (z) U h (z) pased HauGOJbIIEMY W3 POCTOB
dynkunit g (z) u h(2).

ITycts M (D) — HOpMasbHbiii onepaTtop (onepatop M (D) HasslBaeM HOP MaJib-
HbIM, ecin M (1) — dyHKuMs 3KCMOHeHLUMaJbHOTO Thma). Kak mokasaHo B [1],
pocT ¢yHKunu M (D) f(z) He Goabue pocra dyHKuuM f; (z). Tam xe nokasawo,
4TO ypaBHeHHE

M (D) f(2)=h(2),
rae h(z) — uenas GyHKUMS MMeET XOTs 6bl OAHO peweHue f (z), pocT KOTOPOTo
coBnajaeT ¢ pocToM ¢GyHKuUuH h (z).

Jlemma 1. [Tyemoe L (D) u M (D) — HopmarsHas napa Ougdpeperyuansroix
onepamopos, xapaxmepucmudeckue GYHKYUU Komopolx He umerom o0uWux Hy-
sed, a g (z) u h(z) — Qpynryuw 3KcnoHeHUANLHO20 muna, y008AemeopaOUUe
ycaosuro

L (D) h(z)=M (D) g (2).

To20a pocm yeaoeo pewsenus cucmenmst (1) pasen pocmy napet yrxyuii (g(z), h(z)) .
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JokasaTeabcTBo. M3 cKkazaHHOro Bhiille C/efyeT, YTO POCT pewieHHs f (z)
cucteMH! (1) He MeHblue pocTa napsi (g, (2), h (z)) .

Hawm ocranoce nokasaTb, 4To PocT pelueHus f (z) He GoJblie POCTa 3TOj Maphl.
Jinst aTOTO NpOC/EIMM XOA AOKa3aTeJbCTBa TeopeMbl (1) B YacTHOM ciyuyae, KOTAa
L (t) u M (¢) He uMelOT OBIIMX HYJIeil.

Llentoe peuienne cucteMbl (1) Mbl pEACTaBUJIM B BHZE

f@)=£@)+e (2), (ny
raef, (z) — npousBoJbHOE 1eJoe peiueHne ypasHerust M (D) f (z)=h (z), aq (z) —
petuenue cucreMsl (12), cBoGomHblii usneH E (z) KoTopoil 3afiaH paBeHcTBOM (14).
Peitesne f; (z) MoxeM BHIGPATh TaK, YTOGbl €70 POCT COBMAZAJ C POCTOM QYHKLMK.

h (2). Ua (14) caenyert, uto pocT QpyHkuun E (z) He Gosiblwie pocTa Napsl (g (z),
h (z)) .
PaccMoTpuM jpa cayuas.

1. Tlyctb poct napsl (g (z), h (2)) Be Goabiue (1,0). Toraa poct E (z) Takxke He
Goabwe (1, 0), caemoBatenbHo, E (z) — MOJMHOM M, OYEBHAHO, pelleHHe ¢ (Z)

cucteMbl (12) Takke nmosimHoM. TakuM o6pa3oM, eIMHCTBEHHOE LieJIoe pelleHHe
f(2)=f1 (z)+9 (z) cucremsl (1) B 3TOM cayuyae HMeeT PocT He GoJible POCTa Napbl

(2.1 ).
2. ITyctb poct nmapht (g (2), h (z)) paseH (1, 6), 6>0. Toraa, kKaKk yxe oTMe-
Yajd, pocT PyHkuuM E (z) He Goablue (1, 6). CinenoBaTeNbHO, MOKa3aTeJH A; (us

paBeHCTBa (14)) YHOBJIETBOPAIOT HepaBeHCTBO |A;|<o. Hamu 6buio nokasawo,

4TO peiueHue ¢ (z) cucteMsl (12) uMeer BHA

@)=Y Pi() €, (18)
i=1

rae P} (z) MHorousensl. CefioBaTesibHO, POCT @ (z) He Goabiue (1, 6). To ke ‘camoe
BEPHO M /IS eJHHCTBEHHOTO 1esioro peieHusi cucreMsl (1). To ecTs 1 B 3TOM Ca1y-

vae f (z) =f; (z) +¢ (z) nmeeT pocT He GoJibllie POCTa Maphl (g (z), h (z)) .

B o6meM cayuae BepHa

Teopema 2. [Tycme L (D) u M (D) Hopmanreras napa onepamopos u g (z),
h (2) — yenvte pyHKYUL IKCNOHERYUANLHO20 MUNA, YOOEAEMEOPAIOULUE YCA0BUID
cosmecmuocmu (9). Cucmema Ougpdpepenyuanrenvix ypasienuit (1) umeem xoms

66t 00HO pewierue, pocm KOmopozo cosnadaem ¢ pocmom napot (g (z), h (z)) .

B uacmnom cayuae, koeda L (D) u M (D) pasnocmusie onepamopst (3) u (4),
at060e yenoe pewerue cucmenot (1) npunadaescam K IKCROHEHYUANBHOMY muny.

JlokaszaTedbCTBO. PacCMOTPHM MOCTpOEHHBIE HaMH DaHee (CM. ¢opMy s
22)- (25)) uesbie pewenns cucteMsr (1). ITo memme 1 poct uenoro pewenus F (z) =

=Fy (z) cucremb! (24) paBeH pocTy Maph (g (2), A (z)) .
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Ypasnenue (25) (cM. [1]), a BMecTe ¢ HuM U cucTeMa (1), HMEIOT XOTS 6bl OAHO Lie-
JI0€ peilieHre, POCT KOTOPOro TaKoi ke, Kak pocT Fy (z). B Tom cayuae, koraaL(D)
u M (D) pasnocTHble onepaTophl, yHKUMK L (#) 1 M (f) HMEIOT TOJBKO KOHEYHoe
Yy cs10 06X HyJaeft (cM. [2]). CnepoBaTenbHo, ypaBHeHne (25) — muddepeHuualnb-
HOe ypaBHeHHe KOHEUHOTo NopsjiKa M Jio6oe ero peienue f (z) — uenas QyHKuus
SKCNOHEHIMAJbHOTO THIA.

§ 2. Mepomopdnble peienus

1. Ilpu usyuyeHuu MepoMopdHHX peweHHit cucTeMbl (1) HaM DNpUAETCS Y4ecTb
PasHOCTHBI xapakTep onepatopoB L (D) u M (D). Ml npeanosioxuM, uto L (D)
u M (D) — onepartops! (3) 1 (4), YAOBJIETBOPSIOLIKE BCEM YCJIOBHAM, YKa3saHHBIM
B0 BBeleHuH. IIpexxie ueM pasbickuBaThb MepoMopdHoe pemenne cucteMmbi (1) B
oflmeM cayuae, JOKaxKeM JeMMY.

Jlemma 2. [Tycme umeem Ose ¢ynkyuu euda

a(@)=2 €7 0,(2) p(z)=D, €TP(2), (26)
i=1 i=1

20e 1; — HeKomopble pasaudHele KOMAACKCHble Yucaa, a ©; (z) u P, (z) — noauro-
Mbl, npuYem cmenens noAUHOM: ©; (z) He Goaouie uem cmenersb noaurnoma P; (z).
Cywecmeyem marotl Jugpgheperyuarbnoiil onepamop Koteurozo nopadxa S (D),
4mo

D €7 0,(2)=S(D) 3 €7 P(z). (27)
i=1 i=1

JokasaTeabcTBO. PacCMOTPHM CHauyana 4acTHeIH caydail, KOTAa
9(z2)=0(z), p(2)=P(2) -
TIOJIHHOMBI .
P(2)=D a2 O(z)=D b7, (28)
i=0 =0
bn#0, a,#0, n>m).

TlokaxeM, 4To HalleTCs 3aBHCA KU OT NMOJMHOMOB P (2) u @ (z) oneparop S (D)=
=S (D, P, ®), pia KOTOpPOTo

@ (2)=S (D, P, ©) P(z2). (29)
Ecan m=0, To © (z)=b, 1 B 3TOM c/y4yae
by
S(D)=p— D" (30)
IelicTBrTeNBHO,
bo= mb"a,. DP(2).

Tlonbaysich METONOM WHAYKUMH, MPEANOJONUM, Y4TO AAfA NosmHoMa ® (z) cre-
nenu m—1 cymectByeT onepatop S (D) TaKoii, 4To
0 (2)=8(D) P (2),
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H 3aMeTUM, YTO

bm
n(n=1) ... (m—1)a,

O(z)= Dr-mP(2)—0(z)

sIBJISIeTCA MOJMHOMOM creneHn m—1. Toraa

0 (2)=5 (D) P(2),
rae
bm

S(D)= Dr-m_ S (D). (31)

yKa)KeM €ele Ha cJaeaymoliee CBOMCTBO TOJIbKO UTO NOCTPOEHHOTO onepaTtopa
S (D, P, ©):

S(D—p, P, O) e P(z)=em O (2). (32)
B camom gede,
D (e“zP(z))Ee“‘ (D+yu)P(2),
H NO3TOMY
S(D—yu, P, O)[e~P(2)]=e~ S(D, P, O) P(z)=e* O(2). (33)
Tenepb HeTPYAHO 3aKOHYHTH JOKa3aTeNbCTBO JeMMEHL. Ilycts k; — cTeneHb

MHoOTOuJIeHa P; (z) (CM. npaBylo 4acthb (26)). Toraa

(D—u,)i*" & P, (z)=€"" D" P,(z)=0 (34)
H
[1 @-wf" p)=¥Pr ), (35)
o
rje
PI@)=]] D-w+uw) Pi(2) - (36)
j=1
J#i

TNIOJIMHOM TOJ e cTenenu k;, uto u P; (2).
HerpyZaxo npoBepHTb, YTO OIlepaTop

2(D) D, S(D—pi, P} O)

S(D) = = yp— . (37)

rae
o(D)=[] (-w)"" (38)
i=1

HMeeT Bce TpeGyemble B JeMMme 2 cBoficTBa. B caMoMm Jene, i-biit uneH 3Toi
CYMMBI —
9(D) S(D—ui, Py, ©)

(D—ypfi+? 39)

5, (D)=
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H3-3a HaJIHUNs MHOXHTENA

n

D :
oo =1 - (40)

j=1
Jj#i

YHHUTOXXaeT Bce c/1araembie e4° P; (z) cyMMbl p (z), KpoMe ciaraeMoro e P, (z).
310 cnaraemoe onepatop S; (D) nepeBoguT B &7 O, (z).

2. Myers w4, i=1, 2, ..., p — ofwKe HYJH XapaKTePHCTHYECKUX (GYHKUHMH
L(t) u M(t), kj (ki2) — KPaTHOCTb HYJIS (&; HO OTHOLIEHHIO K (DYHKLHH.

L() (M) 1 k=min (g, k).

B pa6ote [2] nokasaHo, YTo cywecTByer MopoMopdHas ¢yHKuus H (z), uMelomas
TaKHe CBOHCTBa:

1) H (z) umeer B dyHAaMeHTaJbHOM NapaJlieorpaMMe eUHCTBEHHBIH Npoc-
Toii noJitoc z=0 ¢ BbIYETOM pPaBHLIM eHHHLE;

2) L(D) H(z) = D, & Pi(2) e,

i=1

M(D)H(@z) =Y, (1-8)Pi(z) e, (41y

i=1

rae P;(z) — MOJIMHOM, CTeMNeHb KOTOPOro paBHa

ki—1 u 3;=1,
ecim ki=k;, u 8;=0, ecau k;=k;;. vy dyHkunio H (z) 6yneM HaswiBaTh H -
dyHKIHeH. '

Teopema 3. [Tycmo g (z) u h (z) — yeavte PyrKyLL IKCNOHEHYUAABHO20 MUNQA.
s moeo umober cucmema pasrocmuoix ypassenuti (1) umesa mepomopgroe
pewierue, Heo6x00umo 1 0ocmamouno, 4moGel 6INOAHANOCH mMOKdecmeo

L (D) h (z)=M (D) g (2). ©)
Ecau amo ycaosue cobarodeno, mo mepomopdroe pewsenue MoxiHO 6bL6pame
maxum, 4moGeL 8 PYHOAMEHMANLHOM NAPANLENOZPAMME OHO UMENO eOUHCmEeH-
Hbtll noatoc 8 mouke z=0.

[okaszateabctBo. Hamu Gulio yxke mokasaHo, 4to (9) — HeoGxoAuMoe
ycJoBHe coBMeCTHOCTH cucTeMbl (1). OcTaeTcss MoKasaTh ero A0CTaTOMHOCTb AN
CYILECTBOBaHHS MepPOMOP(HOTO DEIEHHSI 3TOH CHCTEMbI.

Cnyuaii, KoTAa XapakTepucTHYecKHe GOYHKUHM He HMEIOT OOLUX HYJeld, Mbl
yXKe paccMoTpenn B TeopeMe 1.

IMycte w;, i=1,2, ..., p — obmue Hyan ¢yuxuuitr L (1) u M () u k; — ux
KPaTHOCTH TI0 OTHOLLEHHIO K nape (L (0, M (t)), TO eCTb YHCNa k; onpelensoTcs

paBeHcTBoM (6). Toraa onepatop

(D~ w)t (42)

1=

K (D)=

i=1

6yaet obwuM gesmutesneM napul L (D) u M (D).
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PemieHue cucteMel 6yJeM HCKaTb B BHJE

f(2)=fo (2)+S (D) H (2}, (43)
rie fo(z) — nenas ¢ynkuus, S (D) — HekoTopulil AHbdepeHuHaNbHEIN onepa-
TOp KOHeyHoro mopsiika u H (z) — H-dyukums.
CucreMa (1), yuuThiBasi 3aMeHy (43), nepennueTcs caeRyOMKUM 0GPa3oM:

{ L (D) fo (2)=g (z)—L (D) S (D) H (2),

M (D) fo (z)=h (z)—M (D) S (D) H (2).

Has cymecTeoBaHHS LeJOTO pelleHus fy (z) 3Toi CHCTEMbl HEOGXOAUMO H J0CTa-
TOYHO Mo Teopeme 1, YTOGBI

(44)

% [h(z)— M (D) S(D) H(2)] =

M (D)
K (D)

le(z)-L(D) S(D) H(2)], (45)

rae K (D) umeet Bup (46).

Jnsi 3aBepiueHHsl AOKAasaTe/NbCTBa TeOpeMbl HAaM HaJo MOKas3aTh, UYTO oOfe-
patop S (D) MoxeT GuiTb BHIGPaH TaK, 4TOObl BHIIOMHsJIOCH (45). 310 paBeH-
cTBO (45) mepenmueM, nosb3ysice dopmynamu (21), B Buje

L, (D) h (z) =M, (D) g (2)=S (D) [L, (D) M (D) H (2)

M, (D} L(D)H (2)]. (46)
Ecau BMecto L (D)H (z) u M (D) H (z) NoACTaBHTb HX 3HauyeHHs1 H3 GopMyJibi
(41), To npugeM kK :

L, (D) h(z2)-M,(D)g(2)=

=5(D) [Li(D) ), (1-8) Pi(2) e —

i=1

—M,(D) Y, 8,Pi(2) ). (47)

i=1

YuuthiBasi ceoiicTBa dyHKunH H (2), HeTPYAHO YGEIUTHCH, YTO

Ly (D) 3 (1-8) P (z) & = My (D) D 8 Py(z) "=

i=1 i=1

=3 Pt ) e, (48)

i=1

The P! (z) — nosMHOMEI CTeneHH K.
Pagencteo e (47) nmpuMeT BHA

L,(D) h(z)~ My (D) g(2)= S(D) [ X, Pi(2) ). (49)
=1
U3 ycaosus (9) caenyet, uTo

K (D) [I. (D) h (2) - M, (D) g (2)]=0. (50)
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Tak xak
P
KD)=[] @-w),
i=1

T0 ypasHehue (50) — suHejinoe AudepeHUHANTbHOE YPaBHEHHE KOHEYHOTO I0-
psiAKa C MOCTOSTHHBIMH KO3((HIMeHTaMH H

Ly (D) h(z)— My (D) g (2)= D, ©,(z) &, 61

i=1
rie cTeNeHb NMoJHHOMA ®; (z) CTPOTO MeHblle KPaTHOCTH k; HYJS ;.
TakuM o6pasoM, paBeHcTBO (49) npeoGpaszoBasioch

D 0,(z) ¥ =5(D) D, Pi(z) e, (52)

i=1 i=1
rle CTeNeHH MOJHHOMOB O; (z) He NMPEBHILAIT COOTBETCTBYIOIMX CTeNeHel Mno-
JIHHOMOB P; (2). Ilo memme 2 Takoit onepatop S (D) cywecteyer. CnefioBaTesbHO,
cucreMa (1) umeer MepoMopdHOe pelueHHe
f@=/f(2)+S(D)H (2),
rze fy (z) — uenas ¢pynkuusi. OyeBHAHO, YTO 3TO PellieHHe HMeeT B HyHAAMEHTaJb-
HOM MapaJjjiesiorpaMMe eJWHCTBeHHEbIH NoJsioc B Touke z=0 c ryaBHO# YacThbio
1 .
D) —.
sp)L
3. OnpegeneHHblit B JOKa3aTelbCTBe TeopeMbl 3 Au¢depeHIHaNbHBIR onepa-
TOp S (D) HasoBeM S-0MepaToOPOM H OGPaTHMCH K NOCTPOEHHIO MEPOMOPGHBIX
pelueHuii COBMeCTHOH cucTeMbl (1) ¢ Hamepex 3alaHHBIMH B (yHAaMeHTaJbHOM
napassenorpaMme I1 nosocaMi H TaBHBIMH YacTAMH.
IIycte vell u
Y=ux+of, (L, <U<l4y, TSV<Ti4
(ApYTHMH CJIOBaMH, y JIEXHT B HOJY3aMKHYTOM NapaJijieiorpaMMe ¢ BepLIMHAMHU

e+ By oesr+PBr GartBrar, GtBren).
Kax u B pa6ote [2], uepes N, (¢) o6o3HaunM QyHKIHIO

N,()=e "L, (1) M, (1), (53)
ruge

K !
L()=2 a; e, M, ()= b;eé. (54)
i=1 j=1

3ametnm, uto L, (f) u M, (f) — yacTuuHble cyMMHl oT L (f) u M (t), uncsio caara-

eMBIX B KOTOPBIX ONpeJie/IeHO NOJIOXKEHHEM TOUKU y B NapaJJenorpamme I1,
Teopema 4. [Tycme g (z) u h(z) — yeawe Qynxyuu 3KcnoHenyuarbHozo

muna, ydosaemeopsaroujue ycrosurw cosmecmuocmu (9) u
*k

R(z, =5 S =1,2 ..., 1- 55
(Z Yk) ,,=Z| (Z—Yk)i k ! ( )

11, Lietuvos matematikos rinkinys, XI 2
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npou3gossHo 3a0aHHble PALUOHAAbHbIE (DYHKYUL, NOAOCH. KOMOPLIX AEH AN
8 ¢yndamenmanvrom naparsesoepamme T1. JJaa mozo umobul cyuwecmeosaro
mepomopeprioe peuterue cucmemot (1), umerowee 6 Il norrocs: 8 moukax v, u moas-
KO 8 Hux c¢ eaasHoimu yacmamu R (z,v,) Heo6xo0umo u docmamouno, umobbt
KancOvll Hyae naper xapaxmepucmuseckux yrnxyuid L () u M (1) ssasrca
U Hyaem (C yuemom e20 Kpamuocmu) QyHKyuy
! *k
i-1 _ Cki -
R(:):ZI N, (1) Z. (=1 520 £2=S(), (56)
k= i=
ede S (D) — S-onepamop.
HokasateabcTBo. B cucreme (1) npousseseM sameHy
F(2)=f(2)+P (2), (57)
rae
f(@=£(2)+S (D) H (2) -
MepoMopdHoe peruerne cucteMbl (1) M fy (z2) —uenas GyHxuus. Mbl NOJy4HM OX-
HOPOJHYIO CHCTEMY

L (D) @ (z)=0,
{ M (D) ® (z) =0.

[To Teopeme 2 paGoTel [2] 3Ta cHcTeMa HMeeT MepOMOP(GHOe pelleHHe C IJ1aBHbIMH

(58)

1 .
yacTaMH R (z, y,) 1 —S(D)—z B TOM H TOJBKO B TOM CJyuae, KOFZa KaxAbli

obiwuii Hysab napsl L (1) 1 M (1) sBasieTcss HyaeM H ¢yHkuuH R (¢). U3 (57)
ClleyeT, 4TO 3TO e YCJOBHE HeOGXOAHMO H HOCTATOYHO JJIfi CYILEeCTBOBaHHSA
MepomopHoro pewenus F (z) cucremsl (1) ¢ IvIaBHBIMH YacTAMH R (z, v,).

BuabHioccknit TocyaapcTBeHHBIH IMocTynuno B pepakuwio
ynuBepcuteT M. B. Kancykaca 9.VI.1970
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DVILYPES NEHOMOGENINES SKIRTUMINIU LYGCTU SISTEMOS KLAUSIMU
L. I. Trusina
(Reziumé)

Darbe nagrinéjame dvilypes skirtuminiy lygéiy sistemos

LU/@ =) af+a)=g(@), a=1, an#0, «=0,
k=1

MIf@1= D bif@+B)=h(d). bi=1, ba#0, B,=0
i=1
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meromorfinius ir sveikus sprendinius f (z). Tariame, kad
ag, ok ir b, Bi, k=1,2, ..., m; i=1,2 ..., n—

yra kompleksiniai skaitiai ir g (z), # (z) — sveikos eksponen tinio tipo funkcijos.

UBER ZWEIFACHE INHOMOGENE SYSTEME VON DIFFERENZENGLEICHUNGEN

L. I. Truschina

(Zusammenfassung)
In dieser Arbeit untersuchen wir die ganzen und meromorphen Losungen f(z) des zweifachen
Systems von Differenzengleichungen

L@ =) afe+a)=g@, =1, an#0, =0,
k=1

MIf(@)= ) bif(z+B)=h(2), bi=1, bp#0, B,=0,
i=1
wo
ak, o und b;, B, k=1,2,...,m; i=1,2 ....n

komplexe Zahlen und g (2), h (z) ganze Funktionen vom Exponentialtypus bedeuten.

11#*






