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О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ к УСТОЙЧИВЫМ распределениям 
В ЛОКАЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕИ. И. Банис, Н. Б. Калинаускайте, П. С. ВайткусРассматривается последовательность независимых одинакого распределен­ных случайных величинξ1, ⅞≡, .... ξ,, . (1)с функцией распределения F(x)t принадлежащей области нормального при­тяжения устойчивого закона с характеристической функциейg.(i) = exp ∣-∣r∣β (1 -ιβsgn∕ψ(∕, «))}>где

ψ(r, a) = tg a, 0<a<2, a≠ 1,
- ln Į11, a = 1.π 1Далее, Ga(x) и φa(x) будем обозначать функцию распределения и плотность предельного закона, f (t) — характеристическую функцию случайной велич­ины ξi. ОбозначимFn(x)=P∣H a 2 ζfc<xJ ПРИ θ<a<l,

* ⅛=ι ’* (X ξt-Λn)<*l при l≤a<2.
l fc=l i

соμ(m)= f xmd [f(x)-G.(x)},
— 00v(w)= f ∣x∣-" j rf(f(x)-Ga(x)) ∣∙

— 00Далее будем рассматривать только такие случайные величины (1), для которых выполнено условие:а) распределение Fn(x) имеет ограниченную плотность pn(x) для всех п больших некоторого п0.Кроме того, выполнено одно из условий:б) существует конечный абсолютный псевдомомент v (г), r = [a] + l иμ(O)=...=μ(r-l)=O
ИЛИв) существует конечный v(l+a) иμ(0)= . . . =μ(r) = O.
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Теорема 1. В условиях а) и б) при n→∞ имеет место оценка
г—аsup∣pn(x)-φβ(x)∣ = θ (л * )•

Теорема 2. В условиях а) и в) при n→∞ имеет место оценка suplpnW-φ.W∣ = o (л *)•Для доказательства теорем 1 и 2 нам понадобятся следующие леммы. 
Лемма 1. При условии б) и v(r)≥l

£ ___ 1∣f∣≤T=n* (12v(r)) 
имеет место неравенствоlZ,W-Sα(0l≤n “ 6v(r)∣∕∣,exp ∣-∙∣ lr∣α∣∙

В случае v (г) < 1 это неравенство имеет место в интервале 
_1____ 1Į11 ≤ T=nt 12 r^α.Доказательство. Имеем

I / -- -- \я IΔ=IΛ(0-^β(0l = lgβ(0∣ ∣(l + ω(m “) g~l (tn “и -1
= е~]‘|<х Į ехр |л1п +ω (tn g~l (tn “)^ 1 |,

где ω(r)=∕(∕)-ga(0∙Используя неравенство∣ex- 1 I ≤ I х Į el xполучаем, чтоΔ≤e-'t ’“exp I n Į In +ω (tn aj g~' (tn a)^∣}× 
×rt∣ln^l+ω(ta a)g71 (t∏ “)^ ∣∙Воспользуемся неравенством (2>

k-∑
⅛=0

(σ)fc
kl

∣j>ιn+1 1(n+l)Γ∕и условием б). Получаем
1 ∞ 1I ω (m^*) ∣ = ∣ f e"*∙~*d (f(x)-Ga(x)) ∣≤

— 00
гv(r)≤∣f∣'v(r)π".

Ни*



О скорости сходимости к устойчивым распределениям 513А так какĮ ga (tn 0J J ,=e∣'∣αn 1,то I ω (tn a) g-' (tn a) |< j когда 111 ≤ T.Разлагая в рядIn ^l + ω (tn a) g7l (tn a)^

по степеням
ω (tn a) g*l (tn a)при 11Į ≤ T получаем. _1 -- ∖ -- ln∕l+ω^n °Jg71(to a) J≤θv(r) I t∖rn a∙

Из (2) и (3) следуетΔ(∕)≤λ a 6 v(r) 11 ∣rexp{-1 ∕∣a + 6λi a 11Г v (r)}.Если j 11 ≤ T, то
1 — 12« a v(r)∣z∣r^a>0

и ∆(r)≤6v(r)w a ∣∕∣rexp ∣-i ∣z∣al∙l ' i
Лемма 2. При условии б) и v(l+a)≥l и ∖t∖≤T=na ^6v(l÷a^ 

имеет место неравенствоl∕∣>(f)~£«(*) [≤3v(l+a)n “ ∣∕J∣1+σexp {-у ∣t∣β∣∙
При v(l + a)< 1 эта оценка имеет место в интервалеμ∣≤r=∣ ni-Доказательство леммы 2 следует схеме доказательства леммы 1. Поэтому мы укажем только те места, где имеются различия. Воспользуемся известным неравенством

(3)

≤min Į 2∣jH"
I п\

lyl"+1 I
(∕∣+1)! JТогда в условиях леммы 2

_ L i+«
ω{tn aj∣≤v(l+a)n * 1111+∙,
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И

Отсюда ∣ln^l+ω(∕n a)ga~1(ta a)^ ∣≤3v(l+a)w a ∣Z∣1+a,
и при (2) немедленно получаем_2 _1 ∆(z)≤ 3 v(l+а)и a 11 ∣1+aexp {-∣ Z∣a + 3 ∣ Z∣1+av(l +а)и a∣≤ ≤3v(l+a)w aμ∣1+aexp∣-^ 11∣a}при IZI ≤ Г.Доказательство теоремы. В силу условия б) плотность p∏t(x) и характеристическая функция ∕∏0(z) интегрируемы в квадрате и

00 00

f iλ,(o∣2λ= f ∣∕⅛,ω∣2^∙
— 00 —00А так как fn(t)=fn (tn “j и ∣∕(z)∣≤ 1, то все степени fn(t) тегрируемы. Следовательно, все функции |/л (r) Į абсолютно Поэтому при всех h≥2λ0

∞
Pn(x) = -^ ( e-,,xf'

— оо

при n>n0 ин- интегрируемы.
(⅛ι “) Л.Тогда

где (12v(r)^ r^α)
Далее, в силу леммы 1

ε =

h = l '-(r)n^ “ f ГО

при v (г) ≥ 1,
при v (г) < 1. получаемел °t la >,+1

"∙~' ‘4^’ Г(т) r-α
а

П (4)
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Так как распределение Fn(x) при n>n0 имеет плотность, тоsup ∣∕(0 ∣ = e-c°< 1.
I t I >εПоэтому в силу интегрируемости ∣∕(0 |2л° при п достаточно больших полу­чаем _2 1 00 _1∕2= f ∖f(tn “) ∣"Λ≤nβe^,"^2"∙,c∙ f ∣∕(0l2n∙Λ<e 2"e,. (5)2 — ∞

I t ∣>εn°tДалее,
1—α

I3 = [ iSα(0∣<fr≤ f e^l f'aΛ≤ ε1^a и a e-6“". (6)2. 1
a aI 11 >εn i 11 >εnИз (4) (5) и (6) следует теорема 1.Теорема 2 доказывается таким же методом, что и теорема 1, только теперь для оценивания интеграла I1 используется лемма 2. Действительно,

где

2 2.
a , aεn 1 εn

∕>=⅛ f ι∕.ω-s∙ω∣Λ≤s v<1+a)"^i ∫L θ
a εn

2+a≤JLv(l+a)2'- r(⅛^)
(6v(l + a))

6

-1 при v(l +a)≥ 1,
при v(1+ a)< 1.

-- ∕a 
r1+ae 2 Λ≤

П “

ε =
Следовательно,

1
~2 c°n

aπ

откуда немедленно следует теорема 2.Лемма 1 нам дает возможность так же получить оценку остаточного члена в интегральных теоремах с устойчивыми предельными распределения- г—aми порядка О (л a ), а из леммы 2 получаем скорость сходимости
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KONVERGAVIMO GREIČIO Į RIBINĮ STABILŲ DĖSNĮ 
LOKALINĖJE TEOREMOJE KLAUSIMUJ. Banys, N. Kalinauskaitė, P. Vaitkus
{Reziumė)Straipsnyje gautos pakankamos sąlygos tam, kad liekamasis narys lokalinėje teoremoje su I * r—aribiniu stabiliu tankiu pα(x) būtų O “j eilės arba O (n “ j; čia r=l + [α].
ON THE RATE OF CONVERGENCE IN THE LOCAL THEOREM WITH 
LIMITING STABLE DISTRIBUTIONSJ. Banys, N. Kalinauskaitė, P. Vaitkus
(Summary)Letξ1, ξa. •••» ξπ be a sequence of independent identically distributed random variables depen­ding on the domain of normal attraction of stable distribution Ga (x). Let p„ (x) denote the densi­ty of distribution of the normed sum of the sequence {ξ1∙}, φα (x) is the density of limiting stable distribution and let

μ(m)= f x"d {p {ξy<x}-Gα (x)),
— 00

00v(r)= ∫ ∣x∣' j rf(p{ξ,∙<x}-Gα(x)) ∣∙
— 00Then the following theorems are proved.

Theorem 1. Ify. (0)= ... =μ (r—1)=0 with r=[α]+1, v (r)< ∞ and for every n>n0 the den­
sity pπ (x) exists and is bounded then

r—asup ∣pn (x)-φa (x) 1 = 0 (π a j if n→∞.

Theorem 2. 7fμ(0) = ... = μ(r)=O with r=[a] + 1, v (1 +a)< ∞ and for every n>n0 the 
density pn(x) exists and is bounded then

sup ∣∕b,(x)-φa(x) 1 = 0 In aJ ifn→∞.


