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§ 1. Основные результаты работы

1. В работе [1] с помощью теории нормально-разрешимых операторов бы­
ло исследовано уравнение

ао
Ly≡∑ ⅛(x)y<*>(x)=∕(x), (1.1)

к =0
где

пк
Λ(*)=⅝≠0, Pk(x)=∑ a%x,, sup-^=α<l.

,_о *a, k

Коэффициенты aį удовлетворяли такому условию а): при некотором Q > О
со пк

Λ(Q)~∑ ∑
⅛=1 s=0

I ak∖ Qk~s___'s'*________< 00 .
1

([afc]-i)l1-∙

Положим

Q = sup{Q∙.A(Q)<∞} 

и определим функцию ω(x), равную

2 <⅛χt
к=0

если a рационально,

«=у. (p.9)=l>

и равную a0, если a иррационально. Пусть, далее

γ1=min {Q,f},

где γ-модуль ближайшего к началу координат нуля ω(x). Введем классы 
целых функций

≡)

та-

В работе [1] получены следующие результаты.
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Теорема 1. Для любой функции f(x)eE0 существует частное решение 
уравнения (1) того же порядка и типа, что и f(x).

Теорема 2. Однородное уравнение (1) (с ∕≡0) имеет β Eo v линейно-не­
зависимых решений, где v — число нулей функции ω(x) в круге ∣ х ∣ < Q∖ при 
этом каждой группе т нулей (с учетом их кратности), лежащих на ок­
ружности [x∣ = Λ<β соответствует т линейно-независимых решений по­

рядка 1 — а и типа .Возникает вопрос, нельзя ли, сохраняя условие а), доказать, что теоре­мы 1 — 2 справедливы в каком-либо более широком классе Е целых функций,, чем £0.Этот класс Е должен удовлетворять двум естественным условиям, не­обходимым для применимости метода работы [1]. Во-первых, оператор Ly должен быть равномерно применим к Е в области ∣ z [ < ∞ į то-есть [2], ряд оо
2 Pk(×)yfjcHχ) сходится равномерно на любом ограниченном множестве, ка- Л=1кова бы ни была функция у из £Во-вторых, оператор Ly должен преобра­зовывать класс Е в Е.Из общих результатов работы [2] следует, что’для равномерной примени­мости Ly в области ∣ z ∣ < ∞ к классу [р, σ) (соответственно, [р, σ]) необходи­мо и достаточно, чтобы при любом R < ∞_ i_l 2 _2z⅛ = lim [M(φπ,Λ) n∖ p]n≤(σp) p, Λ∕(φπ, Λ) = max ∣ φπ (z) j (1.2> n→α> i z I ≤ R(соответственно, vκ<(σp) p j .Это условие можно выразить в другой форме.При i≤⅝ ∖af{Ri≤M(φk,R) и

nk

Tk(R)=∑ ∖af∖R'≤(nk+l)M(<pk,R).
1=0Из неравенств

М (φk, R) ≤ Tk (Я) ≤ (nk + 1) М (φk, R),учитывая, что___ £lim(Λjt)fc ≤ 1,
k→∞получаем, что условие (2) равносильно следующему_ / 1-2_22⅛=lim ∖Tk(R)k∖ p *≤(σp) p, 0≤jR<∞

k→∞ ' '
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( соответственно, Bκ<(σ р) p ) .Иначе говоря, для равномерной применимости Ly к [р, σ) необходимо и дос­таточно, чтобы функция
4>(*.M,)=∑ ∑ l<⅛l*! ₽ г'и*

k=l /=0
1была аналитична в бицилиндре ∣z∣<oo, ∣w∣<(oo)ρ . Покажем, что если условие а) выполнено, то при р = 1 — α φ (z, w) аналитична в бицилиндре

а∣z∣<oo, !и !< Qaa~l ≈Q1. Действительно, если R<∞ и R1<Q1, тооо пк
φ(R,R1)=∑∑ 

k=li=O 
ак

∣af∣Λ↑~'
1

[αΛ-z]I1-α

[aΛr — ∕Jf 1~a
«

k∖ 1"a

^.j∙!⅛ χ

(ιl)l-a

1 ’Λ = sup
л>0

2? = sup
k≥l

л!1"“

∖ak∖tk-i кР
~Т~

[afc-z]! 1-a

∞ nk

Λ,W=∑∑
fc=lf=O

а а
Λ1 а r~≈ < 0,По лемме 1 из работы [1] (стр. 10) A ι (⅞ а 1-a)< ∞ , если 

2
ато-есть, если R1< Q а ,-°t =01. Итак, если условие а) выполнено, то опера­тор Ly равномерно применим к классу 

[1-ое. 61-g \
1-а )для любого Q<Q1, то-ест’, к классу 

очевидно, более широкому, чем Eo.В работе [1] доказано, что при условии а) Ly [является ограниченным оператором из Ео в Ео при наделении 'E0 соответствующей топологией ин­дуктивного предела банаховых пространств B1β(a)=¾. При этом
y(z)eBa - (y(z) = ∑ yltz^

k∙=0
7*
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тогда и только тогда, когда
® 1∣∣J'l∣e = ∑ k'l^* ∣Λ∣<∞. a Ео= и ⅞∙

⅛=0 0<Q<Q

Очевидно, что

Как показано в [1], Ly является ограниченным оператором из Bq в Bq при 
любом Q<Q (и тем более из Ео в Ео).

Однако, неясно, будет ли оператор Ly] переводить Е2 в Е2. Мы сейчас 
покажем, что это обстоятельство, вообщее говоря, не имеет места.

Рассмотрим такой пример. Пусть

⅛>9)=1

и

Ly=∑ atxk∣>y^>(x),
Л-1

где ak≈lcrBk<p-*∖ 0<В< ∞. В данном случае

A(Q)-∑ alt^-∑ky(^-r∖
fc-l Л=1

Q=B (число γ>0 мы выберем позже). 
Возьмем функцию

u(z) = ∑ CnZl",
т=0

___ 1
где cτn=m~s Qm (m∖) 1^α ,tm>1, c0=l, δ>l. Число γ>0 выберем так, что­
бы γa>δ.
Имеем

оо

Lu=∑ bmxm∙,
т~0

1
если hs = bas∖l~a Q~st то

, v QkW~P)aksll g (s+kq—kp) δ 
"з ~ a

fc"0 (s-kp)l (s+kq-kp)l ,~β

I
S∣ 1-g kf (s + lcq-Icp)S .

a
(s-kp)l (s+kq-kp)l ,-a
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Очевидно, что
>( Q ∖k ⅛-p) (s-kp)kP k* (s+kq-kp)~8
s'b ' τ⅛(д-р)

(s+kq—kp) 1"βпри любом k, 0≤fc≤∣ .Пусть Q>B∖ возьмем рациональное числоае^О, ±-) настолько малым, что­бы
Г__ !rS__ 1' (-β^^1>ιI l+α⅛-p) J \в)Рассмотрим только те натуральные s, для которых as—целое число. Для та­ких s (при k = as)

откуда h >(<L∖as<*~p> Г 0-<¾>) ]fljp (∞)γ 
3'∖BJ L l+α(tf-p) J sδ(l+αg-αp)8

( 1 —qp 
∖+a(q-p)

f1.
Итак, хотя и функция и из Bq (Q>B) принадлежит классу

но
И1-».

а иначе говоря, Lu — или нецелая функция, или (если, например,B<Q<Ba 1-β целая функция, у которой или порядок >1—а, или порядок] =1—а, но O1~α -тип > į_—• Таким образом, построенный оператор Ly таков, что для лю­бого Q > Q = В область значений L (Bq) оператора L не содержится полностью Bj BQ,: более того, L(Eq), где
не содержится J целиком в Eq. Следовательно, если Q>Qt то вообще гово­ря, нельзя утверждать, что Ly действует) из Bq в Bq или из Eq в Eq и по­тому говорить о нормальной разрешимости оператора Ly (как [оператора из 
Eq в EQ)t вообще говоря, нет смысла.Вернемся снова к примеру и возьмем случай, когда; Q=В. Положим в выражении для и (z)

1= gwm! 1~tt
Ст т (In m)tи выберем рациональное число β∈(θ, и число γ>0, так, чтобы Y> j • Рассмотрим те значения s, для которых’ s0-целое число. Для этих j (при 

k≈s*) h >_________=__________________(l-pj0~1)Pj0 s^f______________________________a' [l+50-1fa-p)F*0 j[1 + ⅛-p)j0"1] {lnj+ln[l + (g-p)jP-1]} '
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Отсюда limA4=oo, и LuęBQ, где Q=B=Q. Таким образом, метод, изложен- 
J→00

ный в работе [1] и существенно использующий тот факт, что Ly действует 
из Bq в Bq, вообще говоря, перестает работать уже при Q = Q.

2. Из сказанного следует, что если уравнение (1) удовлетворяет условию 
а), то нельзя ожидать, чтобы для всех таких уравнений теоремы 1 и 2 бы- 

/Ji—а
ли справедливы в классе [1 - а, Ь), где Ь> .

В этом смысле результаты работы [1] неулучшаемы (в шкале пространств 
[l-α, β)). Однако, как мы покажем в дальнейшем, условие а) можно за­
менить другим, немного более общим условием и получить теоремы 1—2 в 
классе Е вида

[1-a grg∖
1-а ) ’

где причем существуют уравнения, для которых Q0>Q. Изложение
этих результатов составляет содержание § 3. В последнем параграфе рассмат­
риваются уравнения (1), для которых, кроме общей; „глобальной“ характе­

ристики sup ^- = a<l, исвестна еще „асимптотическая“ оценка lim 
k>l ^ k→∞ * —

=□a1<a. Оказывается, что знание этой дополнительной характеристики по­
зволяет расширить класс нормальной разрешимости. В частности, если

lim — =0 и sup ⅞- = a<l , 
fc→ao к к>\ К

то уравнение (1) нормально разрешимо в классе 

где D=β0a 1 ~Л •
Последний класс при условии lim Пк 1"-Пк = 0 является, как будет уста- 

λ→∞ к
новлено, максимальным классом применимости оператора L (в шкале про­

странств [1—a, σ)) и потому последний результат является точным. Кроме 

того, оказывается, что дальнейшее улучшение асимтотических свойств последо­
вательности ( например, замена условия lim ^į- = 0 условием lim = 0,

v Λ→∞ κ k→co т W

где φ(x) = xγ, 0<γ<l, или φ(x) = lnx и т.д.) уже не может в общем слу­

чае повлечь за собой расширения класса

[*-«>

нормальной разрешимости в шкале пространств [1 — a, σ).
Как и в [1], уравнение (1) исследуется с помощью теории нормально­

разрешимых операторов. В § 2 излагаются все необходимые сведения из функ­
ционального анализа, касающиеся нормально-разрешимых операторов в неко­
торых классах индуктивных пределов локально-выпуклых пространств.
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§ 2. Нормально-разрешимые операторы в некоторых 
классах локально-выпуклых пространств1. Как известно [3], линейный (аддитивный и однородный) оператор Ld, определенный на банаховом (В) пространстве E1 со значениями в (^-пространс­тве Е2, называется нормально-разрешимым (н.-р.), если уравнение

Ld=f (2.1при любом fe E2 разрешимо в E1 тогда и только тогда, когда (ψ,∕) = 0 для всех решений ψ уравнения L' ψ = 0 из E'2. Здесь Е\ сопряженное (топологическое) к Ei пространство, то-есть, множество всех линейных’ непрерывных функцио­налов на Ei, a L' — сопряженный к L оператор.Далее, ^-характеристикой (d-x.) н.-р. оператора L называется пара чисел 
(а, Ь), где а — размерность пространства Т решений уравненияEJ=0 (2.2)из E1, a b — размерность фактор-пространства E2∣L(E1), где L (E1) — множес­тво значений оператора L. Если это фактор-пространство конечномерно, то b равно размерности множества R решений уравнения L'ψ = 0 из E'2.Говорят, что d-x. конечна, если оба числа а и b конечны, и полубеско- нечна, если лишь одно из этих чисел конечно. Н.-р. оператор с конечной √-x., называют нетеровым, а разность χb = а — Ь — индексом н.-р. оператора L- В теории н.-р.о. известен следующий факт [3].

Теорема А. Пусть L —н.-р.о. с конечной d-x., а Т—вполне непрерывный 
линейный оператор. Тогда L + T—н.-р.о., причем Xl+t=Xl∙Всюду в данной статье выражение ,,оператор L действует из E1 в Е2 означает, что оператор L определен на всем пространстве E1, а его значения принадлежат Е2.Понятие н.-р.о. можно ввести не только для (В) - пространств, но и для локально-выпуклых пространств (л.-в.п.). Пусть E1, Е2 — пара таких про­странств, а £ —линейный непрерывный оператор, действующий из Е/в’ Е2. Этот оператор назовем н.-р.о., если для любого элемента fe Е2 уравнение (2.1) разрешимо в E1 тогда и только тогда, когда (ψ,∕) = 0 для множества R всех решений из Е2 уравненияE'ψ = θ∙ (2.3/Оператор L' определяется обычным образом: каждому φeE2 ставится в соот­ветствие элемент Eφ∈E1z такой, что (L'φ,x) = (φ, Lx) для всех xeE1. Про­странство Eg-это (топологическое) сопряженное к El. Заметим, что опера­тор L н.-р. тогда и только тогда, когда его область значений L(E1) замкну­та в Еа. Этот результат нетрудно вывести из соотношения (4)

MEΓ) = [L'-1(O)]o,где L' 1(Q) = R, а В0 —поляра к В. Действительно, прежде всего [E'^1(0)]o совпадает со множеством β⊂Ea, ортогональным к R, то-есть, множеством элементов veE2 таких, что (ψ, α) = 0 для всех ψ∈B. Далее, если оператор
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L н.-р., то yeL(E1) тогда и только тогда, когда yεQ, то-есть, L — н.-р. опе­ратор в том и только смысле, если L(E^≈Q. Но из приведенного соотно­шения видно, что это возможно тогда и только тогда, когда L(E1)=L(E1).2. Пусть {yλ}λe∩-семейство л.в. пространств, Ω-совершенно упорядо­ченное [5] множество (с отношением порядка ≤). Предположим, что поря­док в Ω индуцирует в семействе упорядоченность по вложению: если λ1 ≤ λ2, то ĄęĄ. Кроме того, будем предполагать, что операция тождественного вложения Xλl в Xλt, где λ1≤λ2, непрерывна. Пусть, далее {Yλ }λe∩ - другое семейство л.-в.п. с теми же свойствами, что и {JVλ}. Предположим, что не­который оператор L определен на всех, пространствах! JΓλ и таков, что он линейно и непрерывно отображает X∙κ в yλ, λ∈Ω, причем его действие не за­висит от λ. Более того, будем предполагать, что при любом λ∈Ω L — н.-р. оператор из X-κ в yλ с J-x. (αλ, bλ), где αλ = dim (Tλ) - размерность подпро­странства Tλ решений уравнения (1.2) из а ⅛=dim(Aλ), Ях={ф:феУ{, L'ψ = 0}, причем bλ< +∞ при всех λ∈β.Для всякого множества Q ⊂ Ω в векторном пространстве Xλ ( соответс- 
λ∈Ωтвенно ∣J Γλj можно ввести обычным образом топологию индуктивного пре- λ∈Ωдела [4]. Полученное в результате л.-в.п. обозначим через X11(Q) ( Уи(0)) •Если Xh(0)> У'и(β)-множества непрерывных линейных функционалов в x»(ß) (в r,(β)). ТО^(2)=∩¾ ∏(β)=∩

λεQ λeβПусть Tq - подпространство Xu(Q) решений уравнения (2.2), а Rq- подпрос­транство У'(2), состоящее из решений уравнения L, ф = 0:(L'ψ,y) = (ψ, Ly) = 0 для всех j>∈Th(2) и ψ∈Λβ.Заметим, что Tβ=IJ Tλ и поэтому
λeβ

a0 = dim Tq = sup aλ .
λeQМножества Rλ (λ∈Ω) упорядочены по вложению таким образом, что bλl не пре­восходит bλl. если] λ2≤λ1. Кроме того, bλ - неотрицательные целые числа. Отсюда следует, что если bβ = inf bλ, то bQ достигается на некотором λ0 λ∈βпричем для всех λ>λ0, bλ≡b⅛ и, λ∈2 значит, Итак,

bo = dim Rq = min bλ = bχ0 = dim Aχ0.
λ∈βВыясним теперь свойства оператора L как оператора, действующего из 

Xn{Q) в Уи(2). Покажем,^что при сделанных в начале п. 2 предположениях, оператор L будет непрерывным линейным’н.-р. оператором из Xa(Q) в Ун(2) с d-×. (αβ, bβ). Непрерывность и линейность оператора L очевидны. Пусть теперь уравнение (2.1) имеет решение] xεXu(Q) при данной правой части/
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из Уи(б)- Тогда найдется λ∈β такое, что xeXλ, f≡Yχ> и уравнение (2.1) разрешимо в Arλ, при данной правой части feY^. В силу нормальной разре­шимости оператора L как оператора из Xλ [в Kλ, получим, что (ψλ, /) = 0 для всех ψλ∈Rλ и подавно (ψ,/) = 0 для всех ψ∈Λβ= ∩ R-κ. Пусть) обратно, λ∈β
f≡Yn(Q) и (Ψ*∕)=θ Для любого ψ из Rq. Найдем λ∈β такое, что feY∖ и 
Rq = R-k. Тогда (ψλ,/) = 0, когда ψλ∈Rλ, и в Xλ существует частное решение уравнения (2.1). Следовательно, это уравнение подавно разрешимо в Xa(Q). Заметим, что d-x. L может быть конечной тьли полубесконечной (0≤αβ≤ + оо, О ≤ bQ < + ∞); причемχt=aQ - ba = sup aλ - min bλ = sup (αλ - *λ).

λeβ λ∈β λeβ3. Можно рассмотреть также действие оператора L в проективных пре­делах пространств Xλ. Пусть оператор Ly удовлетворяет условиям из нача­ла п. 2 с одним исключением, что на этот раз aλ< +∞ для всех λ∈Ω (ко­нечность чисел bλ не предполагается). Пусть B∈Ω. В линейном множестве ∩¾(∩ Γλj введем обычным образом топологию [проективного предела λ∈B λ∈B[4]. Полученное л.-в. пространство обозначим через Xπ(B) (соответственно y∏(B)). Сопряженное пространство ^множество всех линейных непрерывных функционалов на Arπ (В) ^на y∏ (*))) определяется соотношением 
¾(B)=∪I{ (r∏(5)=U Ух).

ХеВ ХеВЛинейный оператор L, действующий из Xπ(B) в K∏(B), непрерывен. Поло­жим fl∩ = dim7^, Тв = {x∈Ar∏ (В) ; Lx = 0),
bn = dim Rb, Rb = {ψ∈ Y'τι (В): L, ψ = 0}.Очевидно, что∕⅛=l 1 R∖ и ⅛=supZ>λ, 0≤Z⅛≤oo.

v*y ХеВ
ХеВИспользуя упорядоченность множеств Tλ и конечность неотрицательных це­лых чисел aλ, получаем, что в В найдется элемент λ1 такой, что Tλ≡7∖1, если λ≤λ1. Но тогдаΓB=∩Tλ = Tλl, и ¾ = dim Tλl = minaλ, 0≤<⅛<+∞.
ХеВ ™Найдем условия разрешимости уравнения (2.1) в Ar∏(B) при данной правой части ∕∈yπ(B). Пусть это уравнение имеет частное решение хеХп(В). Тог­да для всех λ∈B f≡Y-κ, [x∈Arχ, и уравнение [(2.1) разрешимо в Λrλ, откуда (Ψx>∕) = θ для всех ψλ∈-Rλ∙ Следовательно, (ψ,∕) = 0 для любого ψ из Rb = 

=Uλ×∙
ХеВ
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Пусть, обратно, feYπ(B) и (ψ,∕) = 0 для всех ψ из Rb. Подавно (ψλl,∕) = = 0 для любого ψχl из Rχt, и существует элемент x⅛eX∖l такой, что Lx^=f. Если λ>λ1, то xλ⅛⊂Iλ. Пусть теперь λ<λ1. Так как (ψλ,∕) = 0 для всех ψλ из R, то в Xλ найдется решение xλ уравнения (2.1). Элемент vλιλl = xλl- -xλ∈Γλχ (так как Xλ½Xλl). Но Tλl = Tλ, и -xλ + xλt∈Tλ⊂ Xλ, откуда xλleXλ, каково бы ни было λ из В. Следовательно, xλl∈Ar∏(jβ), и уравнение (2.1) разрешимо в X∏(B) при данной правой части f из Y∏(B). Таким образом, мы получили, что оператор L является непрерывным н.-р. оператором, дейс­твующим из Хп(В) в K∏(B), с конечной или полубесконечной ^-характе­ристикой. Индекс этого оператора равен
χt = ¾-⅛ = mm αλ-sup *λ = inf χλ.

λεB teB ⅛B4. Вернемся теперь к ситуации, описанной в п. 2 и предположим, что правая часть ∕∈Tγh(0) удовлетворяет условиям разрешимости. Тогда в Xb(Q) существует по крайней мере одно частное решение х уравнения (2.1). Воз­никает вопрос о том, нельзя ли выбрать это частное решение х как можно более ,,близким“ к правой части f. Само понятие ,,близости“ нуждается в уточнении. Для этого отнесем каждому Arλ = X характеристическую
λe∩функцию ∕x(λ), определенную на Ω следующим образом: ∕x(λ) = 1. если x∈Arλ, 

и fχ (λ) = θ> если x,∈Xλ. Множество X разбивается на непересекающиеся классы, если два элемента x1, х2 отнесем к одному и тому же классу тог. да и только тогда, когда A1(λ)≡Z⅛(λ). Аналогичное разбиение проведем для множества Y = Yλ с помощью характеристических функций Fy (λ). Назо- 
λ∈Ωвем решение х из X уравнения (2.1) (при f=y) характеристически близким к у, если ∕x(λ)≡Fj,(λ), λ∈Ω.Теорема 2.1. Пусть 2∈Ω, L-нетеров оператор из Xλ β Yλ при всех λ∈ Ω, 

и элемент у из .Yn(Q) удовлетворяет условиям разрешимости, причем 
⅛ = ⅛≈1>q для всех λ∈Ω таких, что Fy("λ)=l (иначе говоря, если ysYλ, 
то bλ=bχ0 = bo). Тогда в Xn(Q) найдется характеристически близкое к у 
решение х уравнения (2.1) (при f=y).Доказательство. Положим 2f={λ∈Ω :Fy(X)= 1} (B-множество всех λ∈Ω таких, что ,y∈yλ). Уравнение Lz=y разрешимо в Xπ (В) при данной пра­вой части у из

r∏w = ∩ rλ
λ∈Bтогда и только тогда, когда (ψ, ιy) = 0 для всех ψ∈∕⅛. Но из условий тео­ремы следует, что

Rb~ Rq∙Так как по условию (ψ, у) = 0 для всех ψ из Rq, то уравнение (2.1) разре­шимо в X∏(B). Если x1 — соответствующее решение, тоΛ1(λ)=l для всех λ∈S. Заметим, что операторЩобладает следующим свойством: если ∕x(λ) = 1, то Flx (λ)=l. Поэтому ∕xι(λ)≡0 вне В и, следовательно, fxι(λ)≡Fy(λ').
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5. Исследуем теперь структуру общего решения однородного уравнения (2.2) в Λγh(Ω), предполагая, что L — аддитивный однородный оператор (уже не обязательно непрерывный и н.-р.), действующий из Xλ в Fλ при всех λ∈Ω, причем его действие Xλ не зависит от λ. Предположим еще, что при любом λ∈Ω dim Tλ = αλ — конечное число, где, как и раньше, Tλ = {x∈Arλ : Lx = 0}. Так как множества Tλ упорядочены по вложению и так как aλ-неотрица­тельные целые числа, то в Ω найдется λ0 такое, что если λ≤λ0, то aλ≡aλ0 = c0, O≤c0<+oo.Пусть
Un = {λ∈Ω : dim Tλ = n}.Тогда
Ω=и и- и r=U 7λ=U (и rχ)=U 7V

n=c0 λeΩ л=с0 λet∕n л=с0где λn — произвольно взятый элемент Un. Если x∈T, то через п (х) обозначим наименьшее целое число, при котором x∈7ξj. В этом пункте у нас будут встре­чаться соотношениями ≤ и или ти < и, где m и и — натуральные числа. Эти соот­ношения означают обычные (арифметические) неравенства, в общем случае не имеющие ничего общего с отношением порядка в Ω, выражаемым теми же символами и связывающим пары элементов из Ω.Введем последовательность характеристических функций ψπ (λ), определен­ных на Ω так, что ψn (λ) = 0 если aλ<w, и ψn(λ)=l, если aλ≥w. Покажем что Λ(λ)≡ψn(x)(λ). В самом деле, пусть ∕jt(λ) = 0. Тогда для этого λ x∈Xλ x∈Tλ, откуда λ < λn ω и число aλ меньше числа и (х). Следовательно ψπ oj(X) = 0. Пусть теперь fx (λ) = 1. В этом случае 'x∈Arχ, x∈Tλ. Множество Tλ попадает в какой-то класс Um∖ тогда xεTλfn и, значит, m>w(x). Но тогдаdimTλ = dim7∖oι = m≥n(x) и ψ,w(λ)=l.Заметим, что некоторые из множеств U„ могут оказаться пустыми. Пусть 
c0 < cι < с2 < • • • — возрастающая последовательность всех натуральных чисел ≥c0 таких, что Uck непусты. Если х —любое решение из X уравнения (2.2) (т.-е. x∈T), то его характеристическая функция fx (λ) на основании вышеизло­женного совпадает тождественно с одной из функций последовательности μt(λ) = ψcjt (λ), fc = 0,l, ... Заметим, что Т можно представить в виде объе динения непересекающихся множеств Tct и Tco∖Tcι и Tct∖Tct и ...В пространстве Т можно ввести базис следующим образом. Возьмем бази в Tct-c0 линейно-независимых элементов е„, и=1,2, ...,c0 (для всех этих элементов ∕4,n(λ)≡μ0(λ))∙, далее, добавим к ним максимальное число p1 эле­ментов е„ из Tcι∖Tco так, чтобы они составляли в Tcι линейно-независимую систему. Очевидно, что p1 = c1 - с0 и что fβjι (λ) = μ1 (λ) для п = c0 + 1, с0 + 2,... 
..., e1. Продолжая этот процесс неограниченно, нолучим искомый счетный базис {en}. Тогда всякий элемент х из Т можно представить в виде (где положено с_! = 0)

ck ck-ι
X= ∑ a,e,+ ∑amem,

fl=Cjį_-į+ 1 m=l
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где
ck-ιΛ(λ)≡⅛(λ) и Л, (λ) ≤ μt-1 (λ), x1 = £ αmem.
т=16. В случае, если каждое ограниченное снизу подмножество совершенно упорядоченного множества Ω имеет нижнюю грань, можно вместо характе­ристической функции ввести другое, более простое, понятие. Предваритель­но договоримся, в случае, если в Ω нет наименьшего элемента, ввести его, как это обычно делается, дополнив] Ω элементом λ, положив λ≤λ для всех λ∈Ω. Пусть теперьxeX=U Xλ.

λ∈ΩЕсли множество Dx {λ∈Ω : x∈Arλ} не ограничено снизу, то полагаем φ (х) = X. Если же множество Dx ограничено снизу, то полагаем φ(x) = infZ>x. Анало­гично вводится функция Ф(у) для любого,∈y = U yλ.
λ∈ΩЭлемент х назовем близким к уу если φ(χ) = Φ(y). Теорема 2.1 в этом случае принимает такой вид.Теорема 2.Г. Пусть β⊂Ω, L удовлетворяет условиям пункта 2, y≡Yu(Q), Φ(jO≥∖ u „У" удовлетворяет условиям разрешимости. Тогда в Xiλ(Q) 

найдется близкое к у решение ,,х“ уравнения (1.1), где/=у (то-есть, ре­

шение, [для [которого φ(x) = Φ(j>)).Далее, построенный в п.5, базис {eπ} [будет; обладать [следующим свой ством: всякий элемент х из Т можно представить в виде (1.4), где
ck-ιφ(x1)<φ(x), xi= £ amem, и φ(x) = φ(es), ck-1+l≤s≤ck. 
т= 17. В заключение отметим, что в частном случае, когда Ω является ин тервалом на {вещественной оси, а Xλ и Yλ — (5)-пространствами, результаты данного параграфа изложены в § 2 работы [1] и в §1 работы [6].То обстоятельство, что понятие н.-р. оператора^можно ввести в линейном топологическом пространстве, было ранее отмечено в ряде работ (например, [7]-[9]). В частности, в pa6oτe[[8] рассмотрен случай, когда Q = (a, г), rE(a,b) = = Ω, Xλ и yλ- (В) — пространства, Z-нетеров оператор из Xλ в Γλ при любом λ∈(α, Ь). В этой работе основные теоремы о Ф и Ф± операторах [3] перено­сятся на пространства Aγh (а, г) и ¾ (а, г). Полученные результаты применя­ются к исследованию некоторых операторов (не дифференциальных) в прос­транстве аналитических функций,} и,| в частности, к вопросам близости в теории полных систем и базисов. Рассуждения п.З настоящего параграфа близки к доказательству теоремы 1 из [8]. Следует, однако, отметить, что в схеме К. Μ. Фишмана оператор L всегда является нетеровым в X„(Q) или
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¾(2), так как случай β = Ω = (α, Ь) у него не рассматривается. В настоя­щем изложении, как отмечалось выше, возможны случаи, когда L-н.-р. оператор с полубесконечной характеристикой.
§ 3. Нормальная разрешимость уравнения (1.1)

1. Рассмотрим оператор
СО ”к

My≡∑ Pk (x)∕t>(*), Pk(x)≈∑ ⅛λj, sup-^- = α<l.
*=l s-0 fc*l

(3.1)
Пусть СО

/п=0где Bq — банахово пространство с нормой 
со 1lb∣lc=∑ l<⅛l∞! l-* Ö-";

m =0[1-a, ^2)c¾c[l-a,
R<∞

g1~tt] 
l-α J *Положим при любом

^=∑ ∑ ,c⅛M ∑
k=l m=k з=0

I а£ I Ck+r-s I (Аг+г—s)l
o'=∑ Σ------------------

к=1 з=0Введем последовательность ОМ,
wr = vrr∖v~*Q~r .Имеем

(r-s)!

г=0

(r-s)I

∞ nk ∞ 1= ∑ ∑ l⅛∣ Qk- ∑ l¾+,-.l(* + r-5)× 
k=lз=0 rp⅛ Г =3

×----------- --------------------≤g
(r-j)l(Λ+r-5)!1-a

Г = 3
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1γt, ,=sup λ*∙', λ*-'-------------rl*~g .(r-j)l(Jt+r-j)l1-β Отметим такое свойство чисел λkr∙s

rs -Л--**-λ*∙,≤---------- - ------ z— ≤r1"β ι-β≤l,
(fc-5)√4(r+*-j) 1"αесли 1y≤fcα и, следовательно, γfc,s≤l для всех fc≥l и j≤ock. Более точная оценка чисел γkι3 будет дана ниже. Введем функцию

∞ nk τ(β)-∑ 2 I¾*l0t-1 γ*r,, 0>0.
fc=l s=0и предположим, что если β0 = sup β :τ(β)< оо, то Qo>O.Лемма 1. Оператор Му является ограниченным оператором из Bq в Bq 

при любом Q < Qo.Действительно, имеем2 H>,≤τ(β)l>∣∣β<∞ .
г=1Но тогда

_1 ___ I 1_(*>r)r=[H'r0rH 1^alr→θпри r→∞ и Mκ<∞ при всех R<∞. Следовательно, Му — целая функция, причем У max Į Pk (х) | max |y(fc) (х) ∣ ≤ Йк < ∞∣x∣≤Λ ∣xl≤Λдля всех В < ∞ и для любой функции у (х) из Bq. Если yeB0, то используя
00равномерную сходимость ряда ∑ ^k(χ)yw (*)» находим

/с=1

∞ ∞ пк ∞
ify=∑ Σ i(⅛ Σ ⅛*-*+'=∑ τ,Af,

⅛=1 т=к 4=0 г=0где I τr I ≤ vr. ОтсюдаHMjr∣∣Q≤2 M>r≤τ(β)Me<co
г=1при Q < 2о и MyeBQ. Рассмотрим еще (В) — пространство Bq (α1) (a < a1 < 1) с нормой

00 ill-r∣∣s, = ∑ l^∣Λ!,-* Q~k∙
fc=O
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Положим zr= 2-rr!1-βχ vr. Тогда
оо ∞ nk∑ ',≤∑ ∑ l⅛l0*-¾,s∣MI⅛.

r=l fc=l J=Oгде γ*,β = sup λ*∙,, а
r>s⅛∙s=λ^[vπ⅛Γ∙ d=-ι⅛--⅛r∙Так как

г! __ г! (А:—j)! J
(r+Λ-j)! “ (r+k —s)l (fc-s)! *4 (£-$)! ’

ТО ⅛s ≤ (⅛-∖⅜l3^ и Ym ≤ Ym (к-sy.-d.Если ввести функцию
∞ Пк ÷(β)≤∑ ∑ l⅛∣β*^sγ*,s.

fc=l s=0
ТО

00 "fc k-s

i(β) ≤∑ ∑ l<⅛l Yk,s <∞
k=l s=0при любом Q<∞. Отсюда следует лемма.Лемма 2. Му — ограниченный оператор из Bqi в В į1 при любом Qe(O,∞) 

и α1∈(α, 1).Пусть β∈[a, 1) и βp=β0 ПРИ β = a и 0β=∞ ПРИ βf≡(a> !)•Лемма 3. Если nk<βk для всех k≥ 1, то Му —вполне непрерывный опе­
ратор из B⅛ в B^q при всех β∈(0, ββ).Зададим произвольно малое число ε > 0 и найдем N< ∞ такое, что

со ∏k

ΣV i к I Qk~s εZj ∣fl*∣ (k-s)ld Tfc,s<'2 ’ 
k=Ns=Oгде

1 1 d l-β I—a •Оценим выражение∞
<*Nχ = Σ tr'∙

r=Nl

∞ пк ∞ 1σM≤∑ ∑ l¾*∣β*^,γ*⅛ ∑ [cr+lt.j∣(Λ+r-i)!1-β β^r+*^', 
k=∖ s=0 r∙=s

r½Nlгде γ⅛=sup⅛∙s≤γs,.
r>s

r>W1
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Имеем
00 Пк k-sσw,≤IW⅛[2 Σ ∣a>∣ (f-⅛^ Т*..+ 

k=N j=0
+ Σ Σ ∣α-t∣-⅛⅛ ¾s,]∙

fc=l3=0Но, γ√J1≤ sup rs (r+l)1-β ≤ Nll~t
r>Nι, r½Sи число N1 можно выбрать настолько большим (при фиксированном N), что­бы

W Пк
∑ ∑ l¾t[βfe-'‰<⅜ 

fc=l3=0для всех n≥N1. Тогда при любом таком п σn <ε∣∣j∣⅛ и Му-вполне непре­рывный оператор в Q < 2р-2. Предположим сначала, что sup -^-=<x не достигается. Оператор a0y 
к>1 κпри αo≠0 нормально-разрешим в BßQ при любом β∈(0, + oo), β∈[α, 1), и его J-характеристика равна (0,0). Если же Q<Qβ, то оператор Ly = а0 у + Му в силу леммы 3 [нормально [разрешим] в 'BPq с ^-характеристикой Į (8,8), где 8-число решений из B‰ однородного уравнения £у = 0. Но L{B^q) содержит множество S всех многочленов, так как (см. [10], стр. 137) уравнение Ly = 

=P(z) имеет для любого многочлена P(z) единственное многочленное реше­ние, причем его степень равна степени P(z). Итак, 8 = 0, и уравнение
Ly=f (3.2)имеет единственное решение в B⅛(Q<Qβ) при любой функции f из B⅛. Вве­дем множество Ω пар (β, 2), где] β∈[a, 1), а 2e(θ> 2р)» и упорядочим его таким образом: (β1, 2ι) предшествует (β2, Q2), если β1<β2 или если β1 = β2, но 2ι≤6a∙ Образуем пространство
с- ∪ ⅛.[1.., ⅛).

(β.β)e∩На основании изложенного в § 2| уравнение (3.2) однозначно разрешимо в Ё для любой правой части /её. Кроме того, [характеристические функции решения у и правой части f совпадают. Из последнего следует, что если ∕e{ρ, σ}, где 0<ρ<l-a и 0≤σ≤+oo, то и y∈{p, σ}∙, если же ∕∈{1-a, σ}. л1-аσ < то и y∈{l — а, σ}. Наконец, если^трансцендентная функция f имеетнулевой порядок, то и у — трансцендентная функция нулевого порядка (в этом случае ⅛x1 характеристические функции тождественно равны единице на П; трансцендентность у следует из того, что если у многочлен, то тогда и Ly тоже многочлен). Наконец, если / является многочленом степени п, то у —также многочлен степени п (последний результат следует из ранее отме‘ ченного факта наличия многочленного решения той же степени, что и пра- я часть и из единственности решения в Ё). Итак, справедлива теорема.
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Теорема 3.1. Пусть, βo>O u nk<ak для всех fc>l. Тогда для любой 
функции f из

уравнение (3.2) имеет в Е единственное решение у, причем порядки и ти­
пы функций f и у совпадают. Если /—трансцендентная целая функция 
нулевого порядка, то у —такая же функция; если же /—многочлен степе­
ни п, то и у —многочлен той же степени.Точно так же, как в [1] (стр. 21-22) показывается, что если ‰(x)-по­линомиальное решение ,,урезанного“ уравнения

у (χ) + ∑ ≡∑
Ar=l fc=0то последовательность у„ (х) сходится к точному решению у (х) уравнения (2) из Е равномерно во всей плоскости с некоторым (зависящим от фоста /) весом. Ввиду полной аналогии мы не будем останавливаться на этом, а толь­ко укажем, что справедлива теорема, которая получается заменой в теореме 4.3 работы [1] класса Ео классом Е.3. Предположим теперь, что sup = а достигается на множестве {k}. Λ≥l kТогда а обязательно рационально, α=~"> (Р> ^)=1, P<Q и a может дости­гаться разве лишь для значений k = sq, причем nk = sp, $ = 0, 1,2, ... По­ложим β1 = sup 2ιω(β)<∞, где

ω(β)=∑ ⅛∣βs',^p,-
J=OПредположим, что β1>0. Введем величину 02 = inf {Q0t Q1}. Рассмотрим вопрос о разрешимости уравнения (3.2) в классе В^или, в обозначениях § 5 [1]. класса Bj3(a)), где β<β2. Этот вопрос подробно исследован в § 5, все результаты которого останутся в силе, если в § 5 из [1] принять р=1 и Q заменить на Q2. Именно, если функция ω(x) не обращается в нуль на ок­ружности ∖x∖ = Q<Q2> то Еу — н.-р. оператор в Bq с d-x. (vβ, 0), где ve-чис­ло нулей ω (х) в круге ∣ х ∣ ≤ Q. Множество R всех таких Q всюду плотно в (0, β2).Далее, так как по лемме 3 Му — вполне непрерывный оператор в любом пространстве B^, β∈(a, 1), β∈(0,+оо), ибо nk≤t<χk<fyk для всех Ar>l, то Ly≡a0j + Λ∕y-H.-p. оператор в В^ при тех же Q и β, с d-x. (0,0) (ввиду того, что L(B‰) содержит все многочлены и потому плотно в В^, а значит, совпадает c B^j .Положим Ω = {(β, Q)}, где β∈[a, 1), а 2∈(0, +оо) при β>a и QeR при β = a. Упорядочим Ω так же, как и раньше. Введем индуктивный предел 

(В) - пространств В^:
(3. 0)∈Ω

8. Liet. mat. rink. XI. 3
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В силу общих результатов §’2 оператор Ly н.-р. в £0 с d-x. (vßl_o,O), где vβl-o=lim vβ-число нулей’со(х) в круге ∣ х [| < Q2. Далее, так как ¼0β) = O 
q→q∙-oдля всех (β, β)∈Ω, то по теореме 2.1 для любого/ из£0 существует в £0 частное решение у, характеристически близкое к /. Но тогда,'если/имеет порядок p∈(0, 1—а) и тип σ∈[0, + оо], то и j∈{ρ, а}; если∕∈{l-α,σ},σ<⅛Z,то ye {1— а, σ}. Наконец, если /—целая функция нулевого порядка, то и у имеет нулевой порядок; при этом, если /—трансцендентная целая функция, то и у трансцендентная функция, а если /—многочлен степени п, то и у — многочлен степени и. Эту характеристическую близость f и у мы будем ко­ротко выражать словами ,,/ и у имеют одинаковый рост“.Мы пришли к такому результату.j

Теорема Г. Для любой функции f(x) из Ёо существует частное реше­
ние уравнения (2), имеющее тот же рост, что и f(x).

4. Представим пространство E0i в виде индуктивного предела несколько иным способом:
⅜=u b⅛

QeRВ каждом (В)-пространстве Bq L —н.-р. оператор с d-x. (vβ, 0). В обозначе­ниях п.5 §2 {7qt = {β∈R: dim Tβ = ck}. Если все нули] ω(x) в круге ! х ∣ < Q2 расположены на окружностях ∣ х ∣ = Q1 < Q2 < Q3 < .. .∣< [(0<Qi<Qi+1< β2), причем на окружности ∣x∣ = β* расположено rk нулей с учетом их кратнос- 
kти, то cfc=∑ rs' πYcτb -χr~ любое решение однородного уравнения (2) из Ёй 

s= 1
{XeT)∖ тогда его характеристическая функция ∕v(0)] совпадает Je одной из характеристических 'функций вида ψ<%(β), равной 0 для тех QeR, у которых aβ = vβ<ck и равной 1, если vβ≥ck. Но это означает, что
Таким образом, если X(z)∈Γ, то X∈∣l-a, где σ-одно из чисел Q1, Q2, ...Далее, в Т есть не более чем счетный базис {en}, причем этот базис раз­бивается на группы {eπ}, ck-1+l≤H≤ck, так, что e-e{1~a, ^τ=τ}, ⅛-ι+1≤n≤c*∙
Таким [образом,’ в каждой такой группе ck-ck~1 = rk линейно-иезависимых решений. Если

ХеТ и ∣A⅛∣l-a, .
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то

X≈ ∑ dses+x1,где
при Z>l и X1 = 0, при Z=O(c.1 = O).Итак, справедлива теорема.Теорема 2'. Однородное уравнение (3.2) (c∕≡0) имеет в Eo v линейно­
независимых решений, где v — число нулей функции ω(x) в круге Į х | < ßa; 
при этом каждой группе rk нулей (с учетом их кратности), лежащих на 
окружности ∣ х ∣ = Qk < Qz, соответствует rk линейно-независимых решений 
однородного уравнения порядка 1—а и типа Если у — произвольное
решение однородного уравнения из Eo, ∕no^∈∣l-α, °1" }, где а-одно из 
чисел Q1, β2, ...Сформулируем одно простое, но важное следствие из теорем 1 '-2'. Пусть γ-модуль ближайшего к началу координат корня ∣ ω (х) и γ1 = min{2a, γ}. Тогда уравнение (3.2) имеет в классе
единственное решение у, если feE1, причем у имеет тот же рост, что и /.§4 . Оценка коэффициентов γkι3.1. Результаты предыдущего параграфа страдают тем недостатком, что до­вольно трудно проверить, когда для уравнения (2) число Qo строго поло­жительно. Все дело в том, что пока, вообще говоря, было неясно, как ве­дут себя числа γks при возрастании к и s. В настоящем параграфе мы да­дим достаточно простые и в то же время довольно точные оценки для чи­сел γfcs.Зафиксируем какие-либо fc ≥ 1 и s≤αJc и положим

tys [ак]! 1~α

Имеем г! 1~oc [aAr] Iг! 1~g [αAr] I 1-a5∣1-a (r-j)!(*+r-j)!1-“
1{⅛+l) (s+2)-[a⅛]}l-* {(r-5+l)(f-j+2)...,}r!' 1—a

а

а(fc+r-j)!1-a{(r-5+l)...r}⅛+l) ⅛+2)-[a⅛]} l--
а{(Γ+H (r+2)...(r+⅛-j)} 1-«

1

8*



!58& Нормально-разрешимые операторы

Возможны два случая:
1) r>[αfc]. Тогда

[<x⅛l-5 [gfc]-gy sa (<⅞⅛J
υ < H[a⅜] '- г ■— (г+1)1— (г+1)1 * *— < ..

- ~У~
{([«*]+ 1) ([aΛ] + 2)..Λ} ,-a

g∣g⅛]-⅛g [g⅜)-g ∣g⅛∣-⅛g+g [g⅛]

≤[afcp*l-+r ([ajt]+l) 1-« ≤[<x*] 1- ≤1.

Итак, v,≤ 1, при всех r>s, i≤afc и, следовательно,

ta*J!l-
2. Предположим, что при некотором 0>О

00 nk τ⅛

τι(β) = ∑ 2 ι⅛*ιet- l! , <оо•
t-l J-0 [et]. I-a

Пусть 03 = sup Q iτ1(0) < ∞. Очевидно, что 03≤0o. Кроме того, если 

sup -у5- = a < 1 достигается, то при s = [a к\ и
fc≥l k

Q<Q3 ∑'4t)β',-la*' = ω(β)<∞, и β1>β,.
Л=1

Поэтому 02 = inf {2o. 0ι} > inf {Q3,Q1} = Qs∙
Кроме того, γ1 = min{02,γ}>min{03, γ} = γ1. Введем классы

^=[1-a--r⅛) и ^=[1-a∙ 4⅛)∙

Мы получили, что если τ1(0)<∞ хотя бы при одном 0>О, то] для урав­
нения (3.2) справедливы теоремы Г и 2', в которых вместо Ёо надо взять 
Е§, вместо S1- £? и вместо 02- 03. Эти теоремы (мы их здесь не форму­
лируем ввиду полной аналогии с теоремами 1' и 2') назовем теоремами 1° 
и 2°.

Заметим, что

и поэтому, если A(Q)<∞, то подавно τ1(0)<oo. Следовательно, 03≥0, 
причем можно построить примеры уравнений (2), для которых 03 > 0. Таким 
образом, теоремы 1° и 2° усиливают теоремы 1—2.

(⅛-5)-Ξ- fe°c ’
(r+l) 1-a (r + l)1~a (r+i),-<x

2) r≤[afc]. В этом случае

„ < ((r+l)...(a⅛])'τ^(([<x⅛]-5+l)...[a⅛]} _
υr 5% a —

{(5+l) (5+2)...Λ}^γξs

{(5+l) (5 + 2)...[aAr]}(M-5+l) ([aAr]-5 + 2)...[aAr]
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Константу бз нельзя в теоремах 1° —2° заменить большей константой Ö1 > 2з сразу для всех уравнений. Чтобы убедиться в этом, достаточно рас­смотреть вышеприведенный пример оператора Lyt для которого, как легко проверить, Q3=Q=B. Вместе с тем интересно отметить, что если β3>0, то оператор Му применим к классу
[1-∙ Λ⅛l).

I 5s

(/!)

аболее широкому, чем Ejj. Действительно, если Λ1<β3α 1-“и Ä<oo, то
оо пкφ(Λ1,Λ)=2 ∑

Λ=l i=0

1
[aAr]! 1~oe 

a 
⅛!l-β

(МУ

I

≤ А ∙ sup [g⅛]!l~lt
a ak 

k∖ 1~a a 1"a }∕k

ok
↑∕k a 1"a ≤

≤ A ∙Bτ1 (Rz a 1~a),
aгде ,R1 <Λ2< β3a 1-a . Следовательно, φ(Λ1, R)<∞ для всех R<∞ и

K1 < Qt a 1-a , и Му равномерно и абсолютно применим к классу[1-а, 6Γg*~oc∖
1-а ] *Однако, вышеприведенный пример показывает, что если Q > Q3, то Му мо­жет уже выводить за пределы класса

(в том смысле, что если g∈¾, то не обязательно MgeE0).§ 5. Уточнение оценок γjfc с учетом асимптотических характеристик1. При изучении роста функции
∞ пкτ(β) = 2 ∑ l<⅛∣βt^,Yn.>

k = ∖ s=0нам фактически достаточно рассматривать сумму вида
∑ ∑¾*∣βt-γ⅛
k=N s=0(так как γjt,≤ 1 при любых фиксированных и 1y≤afc). Таким образом, нам достаточно оценить числа для всех больших к. Предположим, что числа пк, кроме ,,глобальной“ характеристики

∏k ~ isup -f5- = a < 1 ,
k>∖ κ
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удовлетворяют дополнительному условиюlim ⅛ = βι<l∙ (5.1)
k→∞ κИз (5.1) следует, что если β∈(β1, а), то асимптотически (то-есть, для всех достаточно больших к)∕⅛<βfc, k≥N0.Выпишем числа

1 « 
5≤α⅛ι k∙^Nn)∙.^----- г! '^° vc^r∑s^ 1~* •

Так как s≤βfc, то на основании оценок предыдущего параграфа 
1 1

г» 1"β 51 1-β------------ :-----------β—≤--------- j—; s≤βfc∙, k>NQ. 
(r-s)∖ (k+r-s)∖τ-v, [βJt]!^r^^Отсюда (для тех же s, к, и г и

λrfc∙' =

j! 1^β r↑d = 51 ,^α Г r! V
’ (fc+r→)l<* 1 L (Λ+Γ-5)! j! J ’

[βfc]! 1-β [βfc]!1^βПусть (при фиксированных s и к) μr = (fc+'1-j)f∙ ТогдаИг+1 _ r+1 < 1
μr r+1+A: —5 ’и μ, с ростом г не возрастает и μr≤μs=^-. Следовательно,

[afc]l1-°t
1

[βAr]!1-β

1 a

«___ ß . xПусть g = a1~a β 1-β (функция x∙1-*, как легко проверить методами диф­ференциального исчисления, убывает в интервале (0,1); поэтому g<l) .Мы получили такие оценки для γfcf,, k^N^.

( [⅛γ)i^≤^4-, (-⅛γ)λ •
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Тогда
ψw,(β)= ∑ ∑l⅛∣βt-sYM≤ ∑ ∑ l⅛l(β^-≈ (-j⅛r)τzs^∙ 

k=N0 s=0 k=N0 j=0Из полученных оценок ясно, что если β0 = sup Q'∙τ(Q)<00> тоθ -А-___ tL-0o≥-γ = 03β1^β α 1^α •Учитывая, что β можно взять как угодно близким к β1, находим, что
2>23β1 π7βl a^τ = β4.Заметим еще, что в данном случае sup ⅛ = a может достигаться раз- ⅛≥ι *ве лишь на конечном множестве номеров к, и потому ω (х) — целая функция. На основании теорем 1' — 2' можно теперь сформулировать такой окончателн« ный результат.

Теорема 5.1. Пусть коэффициенты уравнения (3.2) таковы, что1) β3>0 (β3 = suP {β: τι (β) < ∞}) ;

2) sup ‰≈< 1 ;Λ≥l κ3) lim -у = β1 < a.
k→∞ κТогда А) для любой функции

∕∙41-- ≡)существует в Eit частное решение (3.2) того же роста, что и f(x)∖Б) однородное уравнение (3.2) (с f ≡ 0) имеет в Ei v линейно-независимых решений, где v —число нулей функции ω(x) в круге ∣x∣<β4∙, ПРИ этом каж- дой группе т нулей на окружности ∣ х ∣ = R < β4 соответствует т линейно-не- „ 1 R1~ttзависимых решении однородного уравнения порядка I-a и типа l~a .
Следствие. Пусть коэффициенты уравнения (3.1) удовлетвотряют усло­

виям l)-2) предыдущей теоремы и, кроме того, условие3') lim ^=0.
k→∞ k

Тогда для уравнения (3.2) справедливо все сказанное в пунктах А) —Б)«
теоремы 5.1, если только в ней 'число β4=β3aa^l βιl⅛ заменить числом «
2е= β3a l-a , a класс Ei-классом
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Выясним, насколько точен последний результат. С этой целью предвари­тельно найдем условия равномерной; применимости оператора Му к классу [1 — ос, σ) в случае, если выполнено условие 3'). Эти условия в одной форме ___ 2были уже указаны выше (в общем случае, когда Нт(ик)Л ≤l)ι при любом 
R<∞ k→a>_ z __5L x-L __!_Нт [Tk(R)kl 1"β ) k ≤ [σ(l - α)] 1~β , (5.1)

k→∞ ∖ 'где
Пк

τk(R) = ∑ l⅛∣Λ'.
1=0Пользуясь тем, что выполняется условие 3'), можно в этом случае в крите­рии применимости избавиться от числа R. Именно, введем величины

Пк
c⅛=∑ ∣fl*∣> k=l,2, ...

1=0Имеем очевидные оценки
dk min (Rπk ,l)≤Tfc (Л) ≤ (R"k + 1)⅛.Так как -y-→0, то условие (5.1) равносильно следующему

____  a _1_ _____ 1_ 
d= lim (dkkll~a)k ≤[σ(l-a)] 1"β . 

k→∞Иначе говоря, еслиa 1Um (dkkla~l)k =d< ∞,
k→∞то максимальным (в шкале [р, σ)j классом равномерной применимости оператора 

[da~1 \1 - a, 1-a~ ) •Выясним связь между числами Q3 и d. При любом 2>θ и i≤nk

ak(Q) = M{Qk~nk1 Qk}≤Qk~i ≤sup{βfc-% Qk} = Ak(Q).При этом i 2lim [ak (2)) * = lim ( Ak (2)) k = 2∙Имеем
∑ ⅛^≤τι(βy≤2 ^γ^dhAt(Q)-

* = 1 [afc]l 1~a * = 1Предположим, что числа пк удовлетворяют чуть более сильному условию, чем 3'): lim nk In nk =0
*→≈ k
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Тогда (nk∖)k →1 при k→∞t и для любого ε∈(0, Q)*l(ε)∑ -^⅛≤τ1(β)≤Ha(ε)J -⅛6+<
*-1 αl~∙ ill~α t≡l α1^α ⅛l'-αИз этих оценок видно, что

а

Следовательно, если β3>0, то
«

, а 1-“ 
rf=-<даи максимальным классом применимости будет класс

то-есть как раз класс £е, в котором установлена разрешимость уравнения (3.2). Таким образом, если коэффициенты уравнения (3.3) удовлетворяют условиям 1) —2) и 3"), то теорема 5.1 является точной.Условие 3"), в частности, выполняется для уравнений
∞ р

a∙>y+Σ (∑ ⅛*,) У*’W =Λ*)∙ <5∙2>
Λ=l 5=0Пусть

___ « 1 cs = lim [∣cf ∣fc! 1-α]fc, j = 0,l,...,p и c= sup cs.
k→∞ 0≤sιξpОчевидно, что d=c. Мы приходим к такому результату.Теорема 5.2 Пусть для уравнения (5.2) выполнено следующее условие

а 1

d= sup lim [ ∣ ak [ к! 1-a]fc<oo. (5.3)
0≤5≤p k→∞

Тогда для этого уравнения справедливо все сказанное в пунктах а) и б 
теоремы 5.1, если только в них вместо числа Qi взятьβ5 = a^lz∙ . 6з=|.
а вместо класса Ei- класс

В частности, для любой функции f<≡Efi уравнение (3.2) имеет в Е6 частное 
решение того же роста, что и f(x)∖ при этом Ев является максимальным 
классом применимости оператора Му при условии d<∞ (в шкале клас­

сов [р, σ)). В этом же классе определена структура общего решения од­

нородного уравнения.
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Как мы убедились, асимтотическое более медленное возрастание (по срав­
нению с функцией ak) последовательности {τιjk} влечет за собой расширение 
класса разрешимости Il-α, .до класса [l-’a, j, где

05= бз а“_1 > 03 •

Возникает естественный вопрос, нельзя ли еще больше расширить класс раз- 
решимости уравнения (3.2), если потребовать, чтобы последовательность {иЛ} 
росла еще медленнее, чем любая последовательность {βfc}, β<a. Точная по­
становка вопроса такова. Пусть коэффициенты ⅛ уравнения (3.2) обладают 
следующими свойствами:

1) sup^=a<l; 2) ß3>0;
k½l κ

3) Jm-^j-<co, где φ(fc)f+∞, -^-→0.

Можно ли для всех таких уравнений усилить следствие теоремы 5.1, за­
менив в нем число β5, каким-либо большим числом β6, годным для всех 
уравнений, удовлетворяющих условиям 1) — 3).

Оказывается, что такое усиление уже невозможно, даже если 'функция 
φ(k) возрастает сколь угодно медленно. Действительно уравнение’) (5.2) при 
условии (5.3) всегда обладает свойствами 1) —3) для любой функции

φ (k) f + оо.

Но для этого уравнения постоянную Qs = ^ нельзя заменить большим чис­

лом. Таким образом, обнаруживается довольно парадоксальное явление, ко­
торое заключается в следующем. Пусть для уравнения (3.2)

β3>0 и sup -yL = a<l.
k≥l k

Пусть, далее, известно, что последовательность пк асимтотически возрастает 
медленнее, чем afc, именно, не быстрее чем любая последовательность {ε к}, 
где 0 < ε < а. Тогда класс разрешимости Ei в теореме 3 расширяется до клас­
са Е6. В то же время более медленное возрастание (как угодно медленное!) 
последовательности пк уже не может, вообще говоря (то-есть, для всех 
уравнений со свойствами 1) —3)), обеспечить расширения класса разреши­

мости Е6.

Ростовский Государственный 
университет

Поступило в редакцию
29.IV. 1969
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NORMALIAI IŠSPRENDŽIAMI OPERATORIAI IR BEGALINĖS EILĖS 
DIFERENCIALINĖS LYGTYS

J. Korobeinikas

{Reziume)

Darbe nagrinėjama lygtis

kai

y(x)+∑ Pk(x)yM(x)=f(x),
Jt = l

nk
pk{×)=^ a* xs, (D

sup -į- =α< 1 ,

co nk

τ>(2) = ∑ ∑ ,⅛'0j j! 1-<1—a

[aΛ]l 1^a
i

ir
öo =sup {Q : τ1(β)<ao}, βo>0.

Kai yra patenkintos nurodytos sąlygos, (1) lygtis yra normaliai išsprendžiama sveikų funkci­
jų klasėje [1 —a, βo~a : (1 ~a) )• Jei papildomai laikoma, kad lim (n∣c : fc)=α1<α, tai (1) lygtis

- k→∞
yra normaliai išsprendžiama platesnėje funkcijų klasėje.
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NORMALLY SOLVABLE OPERATORS AND DIFFERENTIAL EGUAUONS
OF INFINITE ORDER

J. Korobeinik

{Summary)

In the present paper the author investigates the equation

rw+J λw^w-∕w. ⅛w=∑⅛*,. (,>
⅛ = 1 5=0

where
nk 1sup -r-=α<l, 

fc>l κ

Γt∖ ∣ζ -

τ*(β> = ∑ ∑ ∣⅛∣βfc-s fl

fc=1 s=0 [a*]!1-“
and

2o=sup{β zτ1(β)<co}, 2o>0.

The author shows that under these conditions the equation (1) is normally solvable in the 
class of entire functions Г1— α, Oo~a : (1—a))∙ It to assume further that lim(Λfc : fc)=<Xι <α 

l k→∞

the class of normal solvability is extended.


