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Введение

В статье мы будем рассматривать стационарную гауссовскую (за исклю­
чением § 2) последовательность {.yz, √ = 0, ±1, . . .}, где

.v. = { λ,<*) }л= - , λ-w ∈ R1, Mх}к) = 0.

Через В (v) обозначим корреляционную функцию последовательности {лу}

в (V) = { Bu (v) }'t-JΞ , Btl (v) = М Λ)¾ Λ∙<'>;

через F(λ) и ∕(λ) — соответственно, спектральную функцию (с. ф.) и спек­
тральную плотность (с. п.) последовательности { xj },

F(λ)={Ftl (λ)}'tζΞ , ∕(λ) ={ftl (λ) }'ζlΞ.

Будем предполагать, что с. ф. F(λ) абсолютно непрерывна. Тогда

ДиМ = f eiλvfkl(λ)(iλ
— π

и, поскольку величины x<-k'l вещественны, то Λ∕(λ)=∕∕fc(-λ)=∕fc(λ). Также 
предположим, что F(0) = 0. Тогда для 0<λ≤π

Fw(-λ)=-fα(λ)=-W

Поэтому с. ф. F(λ) достаточно оценить при 0≤λ≤π.
Обозначим

W - N

Ir∣(kl∙, λ) = £ e^lsλ ∑ ei,xxt,n.
5=1 /=1

Мы будем исследовать асимптотическое поведение при N→ ∞ оценки

Ft∣ (X) = {FN(kl; λ)}'yiΞ , Frl(kl -, λ) = f In (kl ; λ)dλ,
к ," 0

для неизвестной с. ф. F(λ), 0≤λ≤π, построенной по выборке (x1, ...» xn) 
объема N из последовательности {xj}. Основной результат статьи — теоре­
ма 1.1. В ней доказывается, что если с. п. ∕t⅛(λ), jt=l, п, интегрируемые 
с квадратом на [ —π, π], то случайные процессы

ζj,(λ)={ζj,(Wi λ)}^, ζw(⅛∕j λ)=v^[⅞(⅛∕j λ)-Fw(λ)], (0.1)



746 P. Бенткуси ξw(λ)={ξjf(Wi , X)=]/JV[FN(W;X)-Mfw(fc/;X)], (0.2)рассматриваемые как случайные элементы со значениями в декартовом про­изведении 2и2 метрических пространств C[0, π], при N→∞ сходятся по распределению к комплексному гауссовскому процессу ζ (λ) = {ζ (kl; Х)}/=1^ , 0≤λ≤π, для которого
min (λ,μ,)Mζ(λ)≡0, Mζ(fc1∕1j λ)ζ7⅛√~7) = 2π f

о 
min (λ, μ)Mζ(fc1∕ι∙. λ)ζ(fc8∕2j μ) = 2π f (0.3)______ о где k1, l1, k2, Z2= 1, п, 0≤λ, μ≤π.Далее всюду будем пользоваться введенными выше обозначениями. Так­же для краткости записи действительную и мнимую части комплексной ве­личины z иногда будем обозначать через zω и z(2), т. е. z = z<υ + ⅛<2>.

§ 1. Асимптотическое поведение процесса ζ∕√(λ)Через СлХ2л [0, π] обозначим декартово произведение пространств 
Ckι [0, π], l≤fc≤w, 1≤Z≤2λ, где Cfc∕[0, π] = C[0, ^ — пространство дейст­вительных непрерывных функций на [0, π] с топологией равномерной сходи­мости. Таким образом, Cnx2n[0, π] является полным сепарабельным метриче* ским пространством, топология которого порождается, например, расстоянием 

d (z, у) = max sup ∣ zt∣ (z) -ylcl (t) ∣.
1≤Λ≤∏ 0≤∕≤π 
l≤l≤2∏Пусть далее ¾(λ), JV≥1, и η(λ), где 0 ≤ λ ≤ π — случайные процессы, почти все реализации которых принадлежат СлХ2л[0, π]. Тогда конечномер­ные распределения процессов ηw и η порождают на борелевской а-алгебре пространства СлХ2л[0, π], вероятностные меры Pn и Р соответственно. По­этому на процессы ¾ и η можно смотреть как на случайные элементы (мы их также будем обозначать через ηw и η) со значениями в C,x2n[0, π]. По определению случайный элемент ηjv сходится по распределению к η при 

N→∞ (что, как и в [7], обозначим через ηw-→η), если мера Pn слабо сходится к мере Р.
Лемма 1.1 Для сходимости по распределению последовательности ηiv, 7V≥ 1, к η при N→ ∞ необходимо и достаточно, чтобы:1) конечномерные распределения процесса t∖n сходились к конечномерным 

распределениям процесса у;2) последовательность ηw, JV>1, была слабо компактной.Доказательство леммы 1.1 ничем не отличается от доказательства анало­гичного утверждения в случае пространства C[0, 1] (см., например, [7], стр. 35).
Лемма 1.2. Пусть С — декартово произведение полных сепарабельных 

метрических пространств Ctd, 1 ≤k≤ и, 1 ≤Z≤т; {Pα, a∈L} - совокуп-
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ность вероятностных мер на борелевской а-алгебре пространства С. Тог­
да для слабой компактности {Pa, α∈Z,} необходима и достаточна слабая 
компактность маргинальных совокупностей {P*l, a∈I}, l≤fc≤w, l≤∕≤w. 
Здесь P*'(^)=Λ(VM)). Λe0ltl,

где ⅞ki — борелевская о-алгебра в См, hkl — оператор проектирования про­
странства С в Ckt.Лемма 1.2 легко получается из теоремы Прохорова, согласно которой слабая компактность совокупности {P%l1, a∈L} эквивалентна следующему условию: для каждого ε>0 существует такой компакт K^Ckt, что supPįĮ (Ckl∖ К) <ε, и из теоремы Тихонова о декартовом произведении ком- ае£ пактов.Вернемся теперь к случайным процессам ζjv(λ), ξw(λ) и ζ(λ), 0≤λ≤π (см. (0.1), (0.2) и (0.3)). Очевидно, что матричнозначная функция принад­лежит пространству C"x2".[0, π] тогда и только тогда, когда ее координат­ные функции непрерывны. на [0, π]. Следовательно, поскольку почти все реализации процессов ζω(fcZj λ), √=1, 2, непрерывны (см. [8], стр. 227), то почти все реализации процесса ζ(λ) принадлежат СлХ2л[0, π]. Аналогично устанавливаем, что почти все реализации процессов ζlf (λ) и ξ2v(λ) также принадлежат СлХ2л[0, π]. Таким образом, в силу сказанного выше, ζyv, ξw и ζ являются случайными элементами со значениями в СлХ2л[0, π].Теорема 1.1. Если для стационарной гауссовской последовательности {*/} f∕⅛(λ)rfλ<oo, 1≤⅛≤λ, (1.1)—π

то ζjv - → ζ при N → ∞.Заметим, что теорема 1.1 верна (это видно из ее доказательства) и для случайного элемента ξjv. Кроме того, так как при любом борелевском А

; f /„мах j2≤ f /„мл- f fll(λ)dκ 
А А , Ато из условия (1.1) вытекает, что
[ ∖fki W l2^λ< оо, l≤fc, Z≤w.—πВ § 4 доказывается сходимость конечномерных распределений процесса ζ7v к конечномерным распределениям процесса ζ, а в § 5 — слабая компакт­ность последовательностей Qft(kl∖ λ) и ζ⅛J>(fcZj λ) для k, Z=l, п. В силу лемм 1.1 и 1.2, этого достаточно для доказательства теоремы 1.1. В §§ 2, 3 доказывается, что первые два момента процесса ζjv(λ) асимптотически совпа­дают с соответствующими моментами процесса ζ(λ).Теорема 1.1 является многомерным обобщением соответствующей теоремы в случае /2=1, доказанной (при дополнительном условии, что у с. ф. F(λ)
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нет интервалов постоянства) И. А. Ибрагимовым [1] и Т. Л. Малевич [4]. Д. Р. Бриллингер [5] доказал, что ζjv-^→ζ при для некоторого клас­са стационарных в узком смысле многомерных последовательностей. В слу­чае гауссовских последовательностей этот класс определяется условием:
∑ ∖vBkk(y) <∞, ∖≤k≤n,

в то время как условие (1.1) эквивалентно условию:
∞2 ⅛(v)<cc. l≤fc≤∕z.

v= — ∞И. А. Ибрагимов [1] рассмотрел пример стационарной гауссовской последо­вательности, показывающий, что условие (1.1) улучшить нельзя.
§ 2. Математическое ожидание Fn(∖)В этом параграфе рассматривается стационарная в широком смысле (не обязательно гауссовская) последовательность {.vj∙} с абсолютно непрерывной с. ф. F(λ). Зафиксируем к и /, где к, Z=l, п.Теорема 2.1. Пусть функция φ(λ) ограничена, lφ(λ)i≤C1 п. в. на [ —π, π]. Тогда при N→∞

π те

M f φ(λ)∕x(kl'. λ)dλ= f φ(λ)Λ,(λ)rfλ + 0(l).
— те — теТеорема 2.2. Пусть φ(λ) имеет ограниченную вариацию, и

π

Gtl(p)= f !Λ,(λ)∣oJλ<∞. l<p≤2.
Т огда

π те

∣M J<p(X)/N(fcZ; λ)Jλ- f φ(λ)∕w(λ)rfλ
—π —те

где = + ¾→θ при. N→∞

и не зависит от φ.Доказательства теорем 2.1 и 2.2 почти не отличаются от доказательств соответствующих утверждений в случае k = l= 1 (см. [1], § 1), поэтому мы их опускаем. Из теоремы 2.2 легко получается
πСледствие 2.1. Если f ∖fkt (λ) ∣2Jλ< оо, то

max ]∕~N∖MFli(kl∖ λ)∙-Fkl (λ) ∣ → 0 при N→∞, (2.1)
0≤λ≤π теmax 1∕Λ,IMF„(fcZ; λ)-Fw(λ) ∣≤6. 1∙( f ∣Λ,(λ)∣2dλf2.
0≤λ≤π ∖ j '
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§ 3. Корреляционные функции процессов ζjv и ξyv

В этом параграфе рассматриваются поведения корреляционных функции 
процессов ζw и ξjv при 2V→ оо. У нас k1, l1, к2 и Z2 фиксированные, но лю­
бые между 1 и п.

Теорема 3.1. Если для стационарной гауссовской последовательности 
{л;} модули с. A1jt1(λ), ∕∕l∕1 (λ), Λ√s(λ) и flki(λ) интегрируемы с квадра­
том на [ — π, π], то для 0≤λ, μ≤π

min (λ, μ)

lim Mξ√fc1∕1÷ λ)ξjv(fc2Z2i μ) = 2π f Λμ, (α)∕∕1∕3 (α) √α, (3.1)
n→∞ 0

lim Mξ√*1∕√ λ)ξ√fc2∕2l μ) = 2π f A,∕,(a)ΛU^)Ja. (3.2)
N→≈ '

Обозначим

Ψw(a, ß; σ, δ)=1z⅛r Dfl (a-σ) Dn (a-8) Drl (β - σ) Dtl (β-8), (3.3)

7Va 
sin ~2~

где£>л(а)=--------------ядро Дирихле. Доказательству теоремы 3.1 пред-
sin ~2

пошлем следующие две леммы.
Лемма 3.1. В условиях теоремы 3.1

Mξκ(fc1∕1i λ)ξw(*2∕2ζ μ) =

= f f ∕*1*,WΛ⅛(βjrfa<∕β f f Ψw(a, ß; σ, δ)rfσ<Zδ +

—π —π О О

π π λ О

+ ∫ f fa.(<*)Ab(β)dv.dβ [ f ψjv(a, ß; σ, 8)<∕σ<∕8. (3.4)
—π —π 0 - μ

Доказательство. Имеем

Mξ√fc1Z1i λ)ξjv(Λ2Z2iμ) =
λ и

= K f dσ f [M∕w(⅛1∕li σ)M⅛J)-
Ö о

-MZn(Aγ1Z1j σ) ∙ MZn (Zγ2Z2 ; δ)]rfδ.

Для любого гауссовского вектора (z1, z2, z3, z4), Mzy = 0, справедливо ра­
венство

Mz1z2z3z4=.Mz1z2∙Mz3z4 + Mz1z3∙Mz2z4 + Mz1z4∙Mz2z3,
поэтому

N
М7„(*l∕1; σ)7√⅛^8) = ∑ Мх™x<*∙>x⅛>х

Si, rl, s3, rt=l

× exp{-is1 σ + ir1 σ + is2δ - fr2 δ } = MZn(k1l1; σ)-MZN(£2Z2; δ) +
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π N N

+ f Σ e'*te^°, Σ e^'s,,α^β<∕α×
—π 5ι = l 51=1

π N N

× f A∕,(β) ∑ e'r*ω+o> 2 e^",∙<s+δ,dβ +
—π rl=l rl=l

π W N
+ 4⅛V≈ f f*>,∙(a) ∑ eis∙<a-°> 2 e^ir∙^+s>da×

— it 51 = 1 r1=l
π N N

× f ∕⅛(β) ∑ e"><s+°> 2 e-⅛ω-8Mβ.
—π rι=l 5,= 1

Кроме того,

ew≡t-l 
eict- 1 eia

Na. 
sin -g- N÷l

α
sin -¾

(3.5?

(3.6)
i 

e 2 a

Учитывая обозначение (3.3), из (3.5) и (3.6) получаем (3.4). Лемма дока­
зана.

Лемма 3.2. (см. [2], стр. 44). Если φ(a) и ψ(β) интегрируемы с квадра­
нгом на [ — π, π], то

π π b d

lim f f φ(a) ψ (ß) da dß • f [ ß; σ> 8)dσdδ =
N→∞ ■' ∙' , ,

—π — π а c

min (b, d)

2π I" φ(a)ψ(a)da,
max (a. c)

0, если [a, Z>] ∩ [c, d] = 0;

причем здесь a<b, c<d.
Доказательство теоремы 3.1. Формула (3.1) получается из лемм:

3.1 и 3.2. Формула (3.2) следует из (3.1), если заметить, что

ξjv (k2 Z2; и) — ζ>N (4k2; и).
Теорема доказана.

Так как
Mζ√Λ1Z1∙, λ)ζw(fc2Z2÷ μ)-Mξjv(fc1Z1ι λ)ξ√*2Z2i μ) =

= V ΛΓ[Λa (λ)-MFw(fc1∕1; λ)] • v JV‰Tμ)-MΛ(fc2∕2ι μ)],

то, в силу (2.1), имеет место следствие.
Следствие 3.1. При условиях теоремы ЗА и при дополнительном усло­

вии, что модули с. п. fklιl(⅛) и fk1ιi(⅛) тоже интегрируемы с квадратом > 
имеют место равенства:

lim М ζw {kx l1; λ) ζ√^ξΓμ) = 2π f fkχkt da,
N→∞ į

lim Mζw(fc1Z1j λ)ζjv(fc2Z2∙, μ) = 2π f fkχιt(a-)f∣Jct(<χ) da∙
N→∞
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Следствие 3.2. В условиях следствия 3.1Um Mζ⅛>(fc1Z1ι λ)ζ⅛>(fc2Z2∙, μ) = Um Мξ⅛'(fc1 Z1∙,λ)ξ⅛>(fc2Z2; μ) = 2V→α> N→∙∞= π f Re [Λ1*t(α)∕∕1∕s (a) +fktlt (a)/Ą*t (a)] d a,

oUm Mζβ>(fc1∕1j λ)ζ^(fc2Z2j iO=taM®M; λ)ξg>(A⅛Ztj μ)=
N→∞ N→∞

min (λ, μ.)= π f Re [Д1Л, (a)∕∕l∕s (a) -fklιt (a)∕∕1*1 (a)] й,
olim Mζ⅛>(fc1Z1j W(∕t2Z2ι μ)=lim Mξ⅛>(⅛ λ)ξg>(*,Z2ι μ) = λ→<≈ N→∞

min (λ, μ)= π f Im [-fklk, (a) f,l∣t (a) +∕⅛√1 (a)∕∕lfcl (a) ] d00,olim Mζ<S>(Mι∙, W(M√. μ)= lim Mξg)(fc1Zli λ)ξ⅛>(⅛ μ) = 
N→<d N→∞

= π f Im [fklk, (a)∕∕√1 (a) +fkllt (a)∕∕ljfcl (a)] d a.
o

§ 4. Сходимость конечномерных распределений процесса ζw
π

Теорема 4.1. Если [ fkk(λ)dλ< ∞, fc=l, п, то конечномерные распре- —π
деления случайного процесса ζ2v(λ), 0≤λ≤π, при N→∞ сходятся по рас­
пределению к конечномерным распределениям комплексного гауссовского 
процесса ζ (λ) = { ζ (kl; λ) » θ ≤ λ ≤ π, для которого

Mζ(λ)≡0, Mζ(fc1z1l λ)ζ(fc2Z2i μ) = 2π f ⅛,(∙O<⅛
ОMζ(⅛1Z1J λ)ζ(⅛,∕2J μ) = 2π f ∕41l,∣⅛O)^≈.

О

где klt l1, k2, l2=lt п.Доказательство. Рассмотрим (т • л2)-мерный случайный вектор
(⅛n (×ι), ∙ ∙ ∙ > ⅛N ‰)j»координаты которого комплексные. Для доказательства теоремы достаточно показать, что случайные величины

m n п∑ ∑ ∑ [⅛∕W∕∙. ¾)+⅛Wι λj)],
;=1 jį=i /=±1

(4.1)
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где ajkl и bjkl — произвольные вещественные числа, при N → ∞ асимптоти­чески нормальные со средним 0 и дисперсией
m п min (λλ, ХЛ)2π ∑ Σ { aJMaJtk2ιt [ Re[AlΛt(α)∕∕1∕,(α) +

√ι.√∙s=l kulu k2,l2→ 1 О

_______ min(>7ι,Xλ) ______+Λl∕2 (a) f1k2 (а) ] d а. + ajlkl∣l bjtkjt [ Im [ -fklkt (а) fι1ιt (а) +
о

min (λf∙ , λi∙ )√ι Jt
+fkiιi (а) fιlki (а) ] d а. + bhkl∣l aj,kiιt f Im [∕⅛ (а) ∕∕1∕1 (а) +______  ö+Λ√,(a)‰Ua)Na +

min (λ∙ , λj)

+ bjlklll bhkth [ Re [fklkt (*)ЛМ-fklli (a)∕u, (a)] Ja I. (4.2)=
о *Так как в силу (2.1)ζiv (kl; λ7∙) - ⅛n (kl; λ7∙) → 0 при TV → оо,то заменим случайную величину (4.1) случайной величиной

/Л Л ЛΘ,v = ∑ ∑ ∑ ⅛ξ⅛,(Wi λ,.) + ⅛uξ^(fcZι λj∙)],
j= 1 k=∖ 1=\не меняя при этом предельного распределения. Простые вычисления, с уче­том (4.4) (см. ниже), дают
mnn ^kj λj

Θn = Σ Σ Σ Vz n f 1V(kl'> ct)da-ajk∕M f lty(kl' a.}da.+ 
j^∖ k=∖ /=1 О оr7 > 1

+ bjt, f fW(kl-, a)rfa-⅛M ( a)rfa∣ =
О о= Σ Σ

/=1 к = \

[(K^xw, √'))-M(λ5wc>.√4 √O) +
где

+ (S<lk> .√4 х&) - М (S<lk' .r<fc> √'>)] =
= (Kx, x) + (Sx, x)-M(Kx, x)-M(Sx, x) = (Hy, y)-M(Hy, у),

Kilk) =----- 1 у a f cos (r -s) ctd<x,rs 2π У N Jkl J
т λjs"t,= ‰⅛Λr ∑ bik' f sin(r-j>arfa∙

= = √*,=Uk,}j-i>∙
K={K<'k>}^Ξ-∖ 5={S<ft>}7t-1L", x = {Λ<t>}t.l-,Но,’ s)∙ '≡G)∙ (4.3)
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Введем еще матрицу Q, положив
‰=5 ‰+‰)∙

Тогда очевидно, что: Θn = (0j>, j)-M(0j, j>), Q ~ самосопряженная матри­ца, а у можно считать гауссовским вектором.Для дальнейшего доказательства теоремы 4.1 нам понадобятся приведен­ные ниже леммы 4.2 —4.4. Также в виде отдельной леммы 4.1 приведем две простые формулы из теории матриц.
Лемма 4.1. Пусть

A = {Ak,},-r-i , Λl, = {Λg}'-1Ξ,
l κiik = ],n *' l κt,s=l,N

y = {yι}l.~π- y∣ = {yrι)r.iji, - = {¾}*-r,∙ z* = {4}s>Γλ,.
где Askri, yrl и zk — комплексные числа. Тогда

п п
(АУ, г) = ∑ 2 (Λ∣Λ. ⅞).

k=∖ /=1
М∣∣≤ ∑ 2 ∣∣Λw∣∣.А=1 7=1

(4-4)
(4.5)

Лемма 4.2.

II QII ≤ ,

где C1 - константа, не зависящая ст N.Доказательство. В силу (4.5), имеем (см. обозначения (4.3)):∣∣0ll= sup ∖(Q∑, z)!= sup ∖(Hz, z) Į ≤ Į! H∖∖ ≤ i∣ tf|| + ĮĮ S∣∣ ≤
f Z i = 1 11 z 11 = 1

≤ ∑ ∑ [∣∣X<w∣∣ + ∣∣S<'*>∣∣]./=1 k = lВ свою очередь,
(4-6)

≤ 1
N-------7= sup I У 2π У N ∣∣u∣∣ = ∣∣l,∣ =1

г = 1

≤ — II G<'t> II.
Йг]/ЯТак как <7(/А) — самосопряженная

г = 1 5 = 1 
N m

J = l j=∖

матрица, то



■754 P. Бенткус

.Аналогично получаем, что∣∣5'",n≤-⅛ Σ ∣⅛∙

Подставляя полученные оценки в (4.6), имеем ∣∣β∣∣≤-⅛ Σ Σ Σ [∣<w∣+ι⅛w∣]=-⅛.
l yv /=1 fc=ι /=1 r yvЛемма 4.3. В условиях теоремы 4.1 для каждого ε > 0 при N→ ∞ ∣∣B∣∣≤C2εVΛT+J^-∙<>(l),

.где B = Myy' (см. обозначения (4.3)), а константа С2 не зависит от N. Доказательство. Имеем
∕ xx', xx,∖ / R, R∖ b=M"'' = M(λ√,,xx') = ∖r, R)’лоэтому IĮ В И ≤ 4 И R ||. Так как

R = { Λ<i">}'" 1Ξ , R'kl' = { М x<i> x<'> }Г"Е?,
l jΛ=l,n L s r Js=1 nто в силу (4.5)

Далее имеем∣∣A<*'>∣∣ = sup I (Rlkh и, v) I = .1 и l∣ = ll υ ll = l
N N π= supj∑ ∑ f

s = 1 r = 1

π

s. r

≤ sup 1 Σ f eiu-r>λ[ΛP(λ)l+dλurτ>s^ +
S. r —π+ sup i∑ ∫ e∙u-'>>[Λψ(λ)]-dλu,∙uι +
s, r —π+ sup 1 Σ f ei"-'>W(λ)]+dλ1⅛θs +
i. r — ir+ sup !∑ f e'<*-'>4,∕2,2>(λ)]-<7λur¾

—π

(4.7)
Здесь sup всюду берется по || и || = Ц v || = 1.Теперь зафиксируем ε>0 и оценим Z1. Очевидно, что Z1 ≤|| А ||, гдеЛ = { f √<->[∕t<∕>(λ)]÷dλ}'^^.—π
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Так как А — самосопряженная матрица, и
! 2 e~isλzs Į2 ≤ 7V∙И z ∣∣2,

s = l
ТО

||Л||= sup ∖(Az, z)∣= sup f I ∑ e~isλzs ∣2 [∕⅛υ(λ)]+ <*λ≤ ∣∣zl∣ = 1 ιlzι∣=l I 1≤ΛΓ. f [∕⅛υ(λ)]+^λ+
{λ=I∕∙[P (λ)]+>ε ∕^iv}

+ ε]∕7V sup f Y ei ir~siλzszrdλ≤
∣ι∏ι = ι -jπ ζ-lr

≤j~ f (L∕W)]÷m + 2πεl∕ΛΓ.
{λ4f⅛> (λ)∣+>ε ∕^7V}Аналогично оценив ∕2, ∕3 и ∕4 и поставив все в (4.7), получимII Λ<t'> II ≤ 8πε ↑∕ N+ ∙ [ ∣ fk; (λ) ∣2 rfλ.

{X: fkl (λ) l>ε ∕"jV}Итак, ∣∣B∣∣≤32πn2εl∕X+J^∙4 2 ∑ f ∣∕t,(λ)∣2<∕λ,
* = 1 /=1 {λ∙.∖fkl(λ)∖>εf~N}что и завершает доказательство.Лемма 4.4. (см. [1], стр. 428). Пусть: у - конечномерный гауссовский 

вектор со средним 0 и корреляционной матрицей В, Q — самосопряженная 
матрица. Если || Q || ∙ ||2? || < ε и D(Qy, у)>0, то для всех достаточно ма­
лых ε

z и*

fe 2 du j ≤ C3ε.
— ооТеперь мы в состоянии закончить доказательство теоремы 4.1.Если lim DΘzv>0, то в силу лемм 4.2, 4.3 и 4.4, имеем 

N→∞

9→cK(0, 1) при N→∞,
Vd@nи, следовательно,Θn 2→ cn (0, Um DΘλ) при ΛΓ→∞. (4.8)

N→∞Если lim DΘjv = O, то (4.8) очевидно. Так как в силу следствия 3.2 lim DΘn 
N→∞ N→∞равняется выражению (4.2), то теорема доказана.

3. Lietuvos matematikos rinkinys, XI 4
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§ 5. Слабая компактность последовательностей ζtf(kl∙, λ)Цель этого параграфа — доказать, что последовательности случайных процессов ζ⅛i(fcZ,, λ), N≥∖,j=l, 2, рассматриваемые как последовательно­сти случайных элементов со значениями в С [0, π], слабо компактны. Здесь, как и всюду ниже, k и I фиксированные, но любые между 1 и п.
Теорема 5.1. Если для стационарной гауссовской последовательности

f flk(∖)d∖<∞ и ffj(λ)dλ<∞,

то последовательности случайных процессов Qff(kΓ, λ), 1, у= 1, 2, сла­
бо компактны.Доказательство теоремы 5.1 следует из приведенных ниже лемм 5.1, 5.2 и 5.4. Заметим, что

-π sin≡
N= 1, 2, ...

Лемма 5.1. Последовательность случайных процессов ηjv(λ), ZV>1, поч­
ти все реализации которых принадлежат С [0, π], слабо компактна тог­
да и только тогда, когда1) последовательность r[N(ty, N≥ 1, слабо компактна;2) для каждого ε>0sup Р { sup I ηjv (λ2) - ηjv (λ1) ] > ε } → О при δ → 0.

N ∣λ2-λl∣<δ

Условие 2) заведомо выполнено, если выполнено условие3) существуют числа а, b>0 и неубывающие на [0, π] функции G2v(λ),. jV≥ 1, для которыхsup sup I Gn (λ2) - Gn (λ1) Į → 0 при 8 → 0,
N ∣λt-λ1∣<δ

такие, чтоM ! ηjv (λ2) — ηjv (λ1) ∣α ≤ i Gn (λ2) — Gn (λ1) ∣1+b.Для доказательства леммы 5.1 достаточно очевидным образом изменитьдоказательства теорем 8.2 и 12.3 работы [7].Лемма 5.2. В условиях теоремы 5.1
где

M i ξjv (kl; λ2) — ξ7v (kl; λ1) ∣4 ≤ I Gn (λ2) — Gn (λ1) 2, (5.1)
Gr,W = ^- f —∣~dβ f [A(α + β) + A(α-β)]<Zα, (5.2)

(5.3).
Здесь 0≤λ≤π, а функция Ä(ß) считается периодичной с периодом 2π.
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Для доказательства леммы 5.2 нам понадобится следующая лемма. 
Лемма 5.3. В условиях теоремы 5.1

λ1 N N N NI [ М [ Σ eisa x⅛k> 2 Į 2 eisγ χsky ∑ e^'fβxi0] dβ ∣≤
λι 5 = 1 /=1 5 = 1 Г=1

π N kN≤4π≡∣ ∫ h (β) I 2 e's<α+β> pß }1/2{ ∫A(β)∣ 2e-<r÷3>∣ar∕β}v2.(5.4)
—к 5=1 —π 5=1

1=

Доказательство. Обозначив левую сторону (5.4) через Z, имеем
λ, N к
f ( Σ ( f <ρ(u) e~ituduj ei,Λ×

λ1 ∖ ∕=l -π ∕

∕ jv π ∖ I×( 2 ( Г ψ(»)e~it^∖ dβ ∣≤
∖ ∕=1 -π ' I

≤{ f Į ∑ (⅛ ∫ 2πφ(u)e-''urfκj e“» j’ rfβ Γ'2×
—π Г=1 —π

×{ f I Σ (⅛ ∫2πψ(o)e-ift<⅛) e^''∣i Į2 <7β Γ'2≤
—π Г=1 —к l^4*'*'≤4π2∣ f ∣φ(w)∣Mu }1/2 I f ∣ψ(w)∣Mw |1/2,

—к -Kгде ?(“)=/**(“) X eis <“+“>, Ψ(i>)=∕h(i>) ∑ e'≈<τ+->.
5=1 5=1Отсюда, учитывая (5.3), получаем (5.4). Лемма доказана.

Замечание. Из доказательства леммы 5.3 видно, что в левой части (5.4) некоторые k можно заменить на /, или некоторые I на к. Оценка при этом не меняется.
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где
N∑w(<x∙ *)= 2 eim⅛k'-

s= 1Если (z1, ..., z2π), zjεR1, Mzy = O, — гауссовский вектор, тоMzj.. .z2, = £ M(zλzλ). . .M ⅛^iz7m),где суммирование ведется по всевозможным неупорядоченным разбиениям множества (1, ..., 2п) по два (см., например, [3], стр. 344), т. е. всего бу­дет (2л—1)!! слагаемых. Поэтому после преобразования и сокращения по­добных членов получим
м= (4⅛ ∑ z • • • Г п m [∑jv (⅛- ⅛ ςn <>')] ×λ. λl j= 1
×d<ι1d‰da.2d‰τ (5.5)где суммирование ведется по всем неупорядоченным разбиениям по два мно­жества {(α1,fc), ( —alr∕), (-β1,⅛), (β1,∕), (a2,fc), (-a2,∕), (-β2,fc), (β2,∕)}, но только по таким, в которых нет элементов {(μj, к), (yj, Z)} с μz = — γz∙. Кроме того,
f { f Ä(Wl ∑ e",a+w '2 }',2∙{ f Λ(β)( ∑ e⅛<-<-÷β> j2Jβ ∣',2<Za≤λι — π 5=1 -те 5 = 1π λ, N≤j f Wβ f [I Σ eis<*+^ j2+i 2 e⅛(-a+β) |‘] Ja. (5.6) —те λ1 5=1 5 = 1Поочередное применение к (5.5) леммы 5.3 и неравенства (5.6) с учетом (5.2) дает (5.1). Лемма доказана.π

Лемма 5.4. Если f ∣∕k∕(λ)''2d^k< ∞ и при каждом ε>0
— те

supP{ sup Kw(W; λ2)-ξiv(Wι λ1)∣>ε}→0 при 8→0, 
N ∣λ1-λ1ι<δ

пго при каждом ε1>0
supP{ sup I ζli(kl∖ \2)-t,N(kr, λ1) ∣ >ε1} → 0 при 81 → 0. 

N ∣λ,-λ1l<δlДоказательство леммы 5.4 аналогично доказательству такого же утверж­дения в случае A=≡Z=1 (см. [1], стр. 411), поэтому мы его опускаем.Я глубоко благодарен В. А. Статулявичусу и И. А. Ибрагимову за по­становку задачи и ценные указания, полученные в ходе ее решения.
Институт физики и математики 
Академии наук Литовской ССР

Поступило в редакцию
27.XI.1970
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APIE DAUGIAMATĖS STACIONARIOS GAUSO SEKOS 
SPEKTRINĖS FUNKCIJOS ĮVERTINIMO ASIMPTOTIKĄR. Bentkus
{Reziumė)Sakykime, {xj, j=0, ± I, ...} (čia Xj = {x^} e Rn, MXj=0) — stacionari Gauso seka su a priori nežinoma spektrine funkcija F (λ). Ši funkcija laikoma absoliučiai tolydine, F' (λ)=∕(λ)= ={Λ∕(λ)}22.1pjι • Spektrinės funkcijos F(λ), 0≤λ≤π, įvertinimui naudojama statistikaλ Λ' N ____M)={ -ζ⅛ f ∑ e→-χW 2 e"≈xJ'>Λ |'"'2 .1 0 $ = 1 ∕=1 JΛ-∣.≡Darbe nagrinėjama asimptotika, kai N→∞, n’-mačio kompleksinio atsitiktinio proceso ζyv(λ)= 
= ]∕ N[Fn (λ)-F(λ)], 0≤λ≤π, apibrėžiančio atsitiktinį elementą ζv su reikšmėmis 2л’ met- πrinių erdvių C [0, π] dekartinėje sandaugoje. Įrodoma: jeigu f ffck (λ)dλ< oo, 1 ≤jt≤∏, tai Knkon-— π verguoja pagal pasiskirstymą į atsitiktinį elementą ζ, atitinkantį Gauso procesą ζ (λ), 0≤λ≤π, su charakteristikomis (0.3).
ON THE ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF THE SPECTRAL
FUNCTION ESTIMATION OF A MULTIVARIATE STATIONARY 
GAUSSIAN TIME SERIESR. Bentkus
(Summary)Let {xj, y=0,±l, ...}, where xj■ = {xjfc)}∈ Rn, Mxy=0, is a Gaussian stationary time series with the unknown spectral function F (λ) supposed to be absolutely continuous, Fz(λ)=∕(λ) = 
= {fk! (λ) }^l1-л ∙ The statistic

{λ N N
2⅛ f ∑ e--∞x<k> ∑ ,'»*«></«

0 j=1 r=l
l∕= 1, n∖k=TΓn
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is used as an estimate of F(λ), 0≤λ≤π. The //’-dimensional complex stochastic process ζyv(λ) = 
= V Λr [F∕√ (λ)-F(λ)], 0≤λ≤π, defines the random element ζw with values in the Cartesian pro- 

π
duct of the 2∕ι≡ metric spaces C [0, π]. It is proved that if f fj*k (λ) dλ< ∞, 1 ≤jl≤n, then ζw con- 

—π
verges in distribution, when N→∞, to the random element ζ corresponding to the Gaussian pro­
cess ζ (λ), 0≤λ≤π, with characteristics (0.3).


