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В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ЛИНЕЙНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Ю. Н. Владимирский

В настоящей работе обобщаются на произвольные топологические линей­
ные пространства некоторые известные факты из теории полуфредгольмовых 
операторов в локально выпуклых пространствах (см. [5], [7], [8]). Основное 
внимание уделено рассмотрению компактных возмущений Ф+-операторов. 
Изложение ведется таким образом, что оно охватывает случай многозначных 
отображений. Как и в [3], под многозначным отображением подразумевается 
упорядоченная ∏apa^ подпространств Γ1, Г2 топологического линейного про­
странства Е. Следуя Г. Нейбауэру [2], мы определяем „отношение компакт­
ности“ двух подпространств. Все полученные далее результаты, касающиеся 
отношения компактности, являются обобщением результатов Г. Нейбауэра 
(полученных им ддя банаховых пространств).

В § 1 рассмотрены некоторые вопросы, относящиеся к открытым отобра­
жениям в топологических линейных пространствах. В частности, дано до­
статочное условие того, чтобы отображение φ: X → Y было открытым и 
обладало замкнутой областью значений (предложение 1.3). В § 2 опреде­
ляется отношение компактности двух подпространств топологического линей­
ного пространства, обобщающее понятие компактного оператора, и доказы­
вается транзитивность этого отношения. Развитая в §§ 1-2 техника
применяется далее к теории полуфредгольмовых операторов. В § 3 дока­
зывается, что произведение двух Ф-(соответственно, Φ+-, Ф_-) операторов 
снова является оператором того же типа, и устанавливается логарифмическое 
свойство индекса для произведения плотно определенных Ф-операторов. 
В § 4 доказывается устойчивость свойств однозначных и многозначных 
Ф+-операторов при компактных возмущениях. При этом удается доказать 
устойчивость индекса лишь в случае локально выпуклых пространств.

Мы будем придерживаться обозначений, использованных в [3]. Буквами 
E, X, Y будем обозначать топологические линейные пространства (т. л. п.); 
буквами Г, Γ1 Г2 — подпространства (не обязательно замкнутые) в т. л. п. 
Е\ буквами z, z1, z2- канонические вложения rΓ→E, i1 : Γ1→E, z2: Γ2→f,, 
буквами π, π1, π2 - канонические факторные отображения πιE→E∕Γ, 
π1 : Е → E Į Γ1, π2: Е → Е ∕ Г2. Фраза ,,xi → х (mod Г)“ означает, что πxj→πx. 
Напомним также, что, в соответствии с определением 1.9 в [3], ,,Γ1 нахо­
дится в отношении Ф+ с Г2“ (сокращенно Γ1Φ+Γ2), если Γ1 и Г2 замкну­
ты в Е и π2z1 - Ф+-оператор. При этом индексом пары (Γ1, Г2) называется
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число ind(Γ1, Γ2) = ind π2 f1 = dim E∣ (Γ1 + Γ2)-dim Γ1 ∩ Γ2. Мы говорим, что Γ1 Ф Г2, если Γ1Φ+ Г2 и ind (Γ1, Γ2)< оо.
1. Лемма 1.1. Отображение φ : Ar → У открыто в том и только том 

случае, если всякий раз из того, что сеть (y(xi))ier сходится к нулю, сле­
дует, что xi → 0 (mod Nφ).

Лемма 1.2. Пусть φ : Ar → У открыто и сюръективно, y1 — плотное 
подпространство в У. Тогда φ-1(y1) плотно в Dφ.Доказательство. Пусть xeDφ. Найдется сеть (xf) ⊂ φ^1 (y1) та­кая, что у (xi) → у(х). В силу леммы 1.1 xi → х (mod Mp). По лемме 2.8 в [3] найдутся подсеть {xij) и сеть ⅛)⊂JVφ такие, что x1∙. + .vz → х. Но 7Vφ⊂φ^1 (y1), а значит x∈φ-1(y1), что и требовалось.

Предложение 1.3 (ср. с леммой 6.2 в [4]). Пусть φ : У → У, W — 
замкнутая окрестность нуля в X. И пусть у (А) замкнуто в Y для вся­
кого замкнутого A<≡W (под у (А) здесь подразумевается у (А ∩ Z)φ)) . 
Тогда Rφ замкнуто в Y и у открыто.Доказательство. Возьмем произвольную открытую уравновешенную окрестность нуля UcW. Покажем, что если сеть (^j∙)⊂Λφ∖φC7 и yi→z, то z∈Λφ∖{0}. Отсюда будет следовать, что yU — окрестность нуля в Rφr и Rφ = yWu Rφ∖yUcRφ. Так как у U — поглощающее уравновешенное мно­жество в Rφ, то для каждого i можно выбрать εl∙ такое, что 0<εi≤l и 

εiJ-ieφt7∖φ(l σ) = φ(t∕∖(l У+ lf9) ∖ ⊂ φ ( W \ (1 U+N,

Выберем сходящуюся подсеть εij → ε. Тогда εi.yij → εz, и так как φ(^∖(f tz+^)) замкнуто и не содержит нуля, то εz∈φWz∖{0}. От­
сюда ε≠0 и z= γ (εz)∈Λφ∖{0}, что и требовалось.Напомним, что в соответствии с определением 1.1 в [3] два подпро­странства Γ1, Г2 т. л. п. Е ,,находятся в отношении открытости“ (сокра­щенно, Γ1 О Г2), если π2 i1: Γ1→E∕ Г2 открыто. Установим ряд предложений, связанных с этим понятием.

Лемма 1.4. Пусть j1 — отображение, замыкающее диаграмму

Г2----------- → Е -------- > £/Г2t ↑1 t
й| 1 h1Γ1 ∩ Γ2 → Γ1 Фз

1-→ Γ1∕(Γ1∩Γ2)
(1)

до коммутативной {здесь ψ2 — каноническое факторное отображение). Тогда 
j1-инъективно, причем открытость j1 равносильна тому, что Γ1OΓ2.
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Лемма 1.5. Если dim Γ1 ∕ (Γ1 ∩ Γ2)< оо и Γ2 ∩ Γ1 ⊂ Γ2, mo Γ1 О Г2.Доказательство. Воспользуемся диаграммой (1). В силу леммы 1.4 достаточно показать, что j1 открыто. Заметим, что Rjl отделимо. Действи­тельно, { 0£/г, } ∩ Rh = π2 (Γ2) ∩ π2 (Γ1) = π2 (Γ2) ∩ π2 (Γ1) = π2 (Γ2 ∩ Γ1) = 0. Так как dim Γ1 ∕(Γ1 ∩ Γ2)< оо, то j1 открыто ([10], гл. 1, § 2, следствие 2).Лемма 1.6. а) Если Γ1 ∩ Г2 плотно в Γ1, то Γ1 О Г2; б) если Г2 плотно 
в Е и Γ1 О Г2, то Γ1 ∩ Г2 плотно в Γ1.Доказательство. Воспользуемся диаграммой (1). Если Γ1 ∩ Г2 плотно в Γ1, то Γ1 ∕ (Γ1 ∩ Г2) абсолютно неотделимо и j1 открыто. Из лем­мы 1.4 следует, что Γ10 Г2. Если Г2 плотно в Е, то E∕Γ2 абсолютно неотделимо. Если при этом Γ10 Г2, то по лемме '1.4 j1 открыто. А так как j1 инъективно, то Γ1 ∕ (Γ1 ∩ Г2) тоже абсолютно неотделимо, т. е. Γ1 ∩ Г2 плотно в Γ1.

Лемма 1.7 (ср. с леммой 2.1 в [1]). Пусть Γ1 плотно в Е. Тогда’.а) если Г2 замкнуто, то dim Γ1∕Γ1∩Γ2 = dim Е / Г2;б) если Г2 замкнуто и dim E∕Γ2< оо, то Γ1 ∩ Г2 плотно в Г2.Доказательство. Воспользуемся диаграммой (1). а) Так как Γ1 плотно в Е, то π2 (Γ1) плотно в Е ∕ Г2, и значит Rjl плотно в Е ∕ Г2. Так как E∕Γ2 отделимо и j1 инъективно, то dim Γ1 ∕ Γ1 ∩ Γ2 = dim E∣ Г2 ([10], гл. 1, § 2, следствие 1). б) Так как dim Γ1∕Γ1∩Γ2≤dim E∕Γ2<oo, то по лемме 1.5 Γ10 Г2. Поскольку отношение О симметрично ([3], предложение 1.5), то из леммы 1.6 следует, что Γ1 ∩ Г2 плотно в Г2.
Предложение 1.8. Пусть <р : X → Y открыто, Хг — подпространства 

в X. Если выполнено одно из условий:а) X1 ∩ Nφ ⊂ X1 и dim N9i ∕ X1 ∩ Nφ < ∞;б) N^X1-,в) Ar1 замкнуто и dim Nφ < ∞;г) X1 замкнуто и codim Ar1 < оо;д) X1 ∩ Nφ плотно в Nφ,
то и φ∣χ открыто.Доказательство. Если выполнено условие а) или д), то из лемм 1.5 и 1.6 следует, что N9OX1. Тогда из предложения 1.6 в [3] следует, что 9^ открыто*’. В свою очередь условие а) есть следствие каждого из усло­вий б), в), г).Выше были даны условия, при выполнении которых сужение откры­того отображения на заданное подпространство открыто. Рассмотрим обрат­ную задачу.
Лемма 1.9. Пусть в Е имеются две линейные топологии’, t и τ. И 

пусть E1 — замкнутое подпространство в (E, t), причем codim E1<∞. 
Если на E1, t мажорирует τ, то z≥τ на всем Е.Доказательство. Пусть N — прямое дополнение к E1 в Е. Так как E1 замкнуто в (E, t), то {0}'⊂E1 и (N, t) отделимо. Следовательно, 
t мажорирует τ на N ([10], гл. 1. § 2, следствие 2). А так как (E, t) есть

♦) В предложении 1.6 из [3] предполагается замкнутость рассматриваемых подпро­
странств, но это требование не существенно.
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топологическая прямая сумма (E1, t) и (N, t) ([10], гл. 1, § 2, предложе­ние 3), то r≥τ на Е.Следствие 1.10. Пусть φ : (У, t) → (У, τ), X1 - подпространство в X. 
Если φjjft открыто, φ(2r1) замкнуто в Rφ и dim Rφ ∕ φ (JV1) < ∞, то и φ 
открыто.Доказательство. Пусть tf⊂Ar — произвольная окрестность нуля. Соотношение φC7 ∩ φAr1 ⊃φ (CZ∩ -Y1) в соединении с открытостью φ∣χ показы­вает, что топология φ(z) мажорируется на φ(X1) топологией τ. Из леммы 1.9 следует, что φ(r)≤τ на всем Rφ, т. е. φ открыто.2. Начнем с одного вспомогательного утверждения, которое будет часто использоваться в последующем.Лемма 2.1. ([11], стр. 184). Пусть А — множество в топологическом 
пространстве X. Для того, чтобы А было относительно компактно, не­
обходимо и достаточно, чтобы для всякой сети (xi)cA нашлась подсеть, 
сходящаяся в X.Пусть Е — т. л. п.; Γ1, Г2 — подпространства Е. Следуя определению 6.1 в [2], введем определение.Определение 2.2. Будем говорить, что Γ1 является компактным возму­щением Г2 (сокращенно, Γ19С Г2), если π2 i1 — компактный оператор.Связь введенного определения с понятием компактного оператора уста­навливается следующим предложением.Предложение 2.3. Пусть X, Y — т. л. π., kεL(X, У). Тогда.а) если k компактен, то Гф+А. cX Γφ для любого φ: X → Y (и в част­
ности Γfc cλ' Х)\б) если Γφ+fc Γφ для какого-нибудь yεL(X, У) (в частности, если Γk X), то k компактен.Доказательство, а) Пусть окрестность нуля C7⊂Xтакова, что k(U) относительно компакно в У. Возьмем произвольное φ : X→ Y и обозначим через 
Tz:X × y→(JT × y)∕Γφ естественное отображение. Покажем, что π((C∕ × У) ∩ Γφ+k) относительно компактно. Действительно, пусть (xl) — сеть в U ∩ Z)φ. Найдется подсеть (xl∙.) такая, что k(xi^→y (по лемме 2.1). Тогда (xi., (φ + k) xij) → → (0, j) (mod Γφ), что и требовалось. Докажем б). Пусть найдутся φ∈L(Z, У) и окрестности нуля C7⊂Ar, K⊂y такие, что π ((tf× К) ∩ Γφ+k) относительно компактно (π определено как выше). Тогда к (U Γ∖ (φ + fc)^1 К) относительно компактно в У. Действительно, пусть (xf) — сеть в C∕∩(φ + fc)^1 V. Найдется подсеть (xiy) такая, что (xij, (φ + fc) xl∙,) → (х, у) (mod Γφ). Тогда k(xij) → у —φ(x) (mod Γφ). Но так как φ∈L(Ar, У), то Γφ служит топологическим прямым дополнением для У в X × Y (см. [3]). Сле­довательно, k(xij) → у —φ(x), что и требовалось.Лемма 2.4. Пусть Γ1cX Γ2. Найдется окрестность нуля U≈E такая, 
что для всякой сети (xi)<≡U, сходящейся к х по mod Γ1, найдутся под­
сеть (xiχ) и z∈Γ1 + Γ2 такие, что xls→x + z (mod Γ2).
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Доказательство. Пусть окрестность нуля такова, чтоπ2(K∩Γj) относительно компактно. Выберем окрестность нуля U^E так, чтобы U+U— U-U<≡V. Пусть (xl∙) - сеть в U, и пусть xi → х (mod Γ1). По лемме 2.8 в [3] найдутся подсеть (xij) и сеть (zf)cΓ1 такие, что xi.- 
-zj → х. Найдется jQ такое, что при j>y0 zj∙∈-x + xiy + Uc -x + U+ U, и 

zj-zjoeU+U— U— U<zV. Поэтому найдется подсеть zjk→z∈ Γ1 + Γ2 (mod Γ2). Следовательно, xi. →χ + z(modΓa), что и требовалось.
JkОтметим очевидное следствие известной теоремы Рисса ([10], гл. 1, § 2, теорема 3).Предложение 2.5. Пусть Г — подпространство в т. л. n. Е. Тогдаа) если Е отделимо, mof, dim Г< 00’ <=>„ Г c7C { 0 }";б) если Г замкнуто, то„ codim Г< 00" <=>„ £С/С Г".Следующее утверждение может служить аналогом теоремы о том, что сумма двух компактных операторов — снова компактный оператор.Предложение 2.6. (ср. с 6.2 в [2]). Отношение 9С рефлексивно и тран­

зитивно, но вообще говоря, не симметрично.Доказательство. Рефлексивность очевидна. Пусть Е—бесконечномерное нормированное пространство. Тогда {0} 9ι Е, но обратное неверно в силу предло­жения 2.5 (а). Докажем транзитивность. Пусть Γ1 Γ2 и Γ2 9С Г3. Пока­жем, что Γ1c∕CΓ3. Выберем окрестность нуля U<^E таким образом, чтобы для пары (Γ2, Г3) выполнялось утверждение леммы 2.4., и чтобы π2(L7∩Γ1) было относительно компактно. Пусть (xi) — сеть в U ∩ Γ1. По лемме 2.1 найдется подсеть xi. → х (mod Γ2). По лемме 2.4 найдется подсеть xi. , схо- 
J jkдящаяся по mod Γ3, что и требовалось.Предложение 2.7. (ср. с [2], 6.6). Пусть Γ1, Г2 и Г3 - подпростран­

ства т. л. п. Е. И пусть Γ1 cX Γ2. Тогда.а) если Г2 О Г3 и Γ2 + Г3 замкнуто в Е, то (Γ1 ∩ Γ3) Qι (Γ2 ∩ Г3);б) если Γ1 О Г3, то (Γ1 + Γ3) cX (Γ2 + Г3).Доказательство, а) Пусть окрестность нуля U^E такова, что π2(C7∩ Γ1) относительно компактно. Возьмем сеть (xi)⊂ U ∩ Γ1 ∩ Γ3. Най­дется подсеть xi. → х (mod Γ2). По лемме 2.8 в [3] найдутся подсеть xi.
J Jkи сеть (zk)⊂Γ2 такие, что xi. + zk → х. Тогда zk → х (mod Γ3). Из замкну-• Jkтости Γ2 + Γ3 следует, что найдется z ∈ Γ2 такое, что z⅛→z (mod Γ3). Из условия Г2 О Г3 следует, что zk → z (mod Γ2 ∩ Γ3). Но тогда xi⅛ →x-z (mod Γ2 ∩ Γ3), что и требовалось.б) Выберем окрестность U, как при доказательстве а). Пусть (xi) — сеть в U ∩ Γ1, (yi) — сеть в Г3. Найдется подсеть xi. → х (mod Γ2), откуда сле­дует, что xij+yij→ х (mod (Γ2 + Γ3)). Но из условия Γ1 О Г3 следует, что t∕∩Γ1 + Γ3 - окрестность нуля в Γ1 + Γ3 ([3], лемма 1.2). Утверждение доказано.Замечание. Если не накладывать никаких ограничений на взаимное рас­положение Г3 с Г2 и Γ1, то утверждения а) и б) перестают быть верными. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим следующий пример. Пусть X — беско­нечномерное банахово пространство, k≡L(X) — компактный оператор с
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Nk = Q. В силу предложения 2.3 ArSiΓk и Γk Si X. Но утверждения ,,(Ar ∩ X) Si (Γk ∩ X)“ и ,,(Ar+ Γk) cX (Γk + Гк)“ неверны, таи κaκdimX=oo, Γk∩Ar=0, dim (У+Γfc) ∕ Γk= оо(см. предложение 2.5).Следствие 2.8. Пусть X и Y — т. л. π., φ∈L(Ar, У), X1 и Х2 — под­
пространства в X. Если X1 c)t Х2, то (Γφ ∩ (Ar1 × У)) Si (Γφ ∩ (X2 × У)) .Доказательство. Так как X1 Si X2, то (Ar1 × У) Si (X2 × У). Так как φ∈L(Ar, У) то Γφ служит топологическим прямым дополнением для У в 
X × У. Тогда Γφ+ У= X × У и Γφ О (X2× У). Остается применить предложе­ние 2.7 (а).3. В этом пункте будем предполагать, что Е, Ей G — отделимые т. л. п.Теорема 3.1 *’. Пусть φ : Е → Г. Следующие условия равносильны.

*) Это утверждение можно рассматривать как обобщение теоремы А. Пича ([7], теорема 1), 
доказанной им для случая локально выпуклых пространств. Пич сформулировал свою тео­
рему в терминах фильтров.

*♦> В случае, когда E, F и G—локально выпуклые пространства, утверждения а) и 
б) доказаны в [7] (теоремы 3 и 7), а утверждение в) — в [8] (теорема 2).

а) φ открыто, Rφ замкнуто и dim Nφ < ∞;б) Γφ замкнуто, и найдется окрестность нуля WcE такая, что для 
всякой сети (xl∙)⊂ Hλ∩ Z>φ такой, что φ(x,∙) сходится в F, найдется сходя­
щаяся подсеть (xl∙s)∙,в) φ есть Ф+-onepamop.Доказательство, а) => б). Пусть выполнено условие а). В силу предложения 2.5 (а) Nφ Si {0}. Выберем окрестность нуля FK⊂E так, что­бы для пары (Nφ, {0}) выполнялось утверждение леммы 2.4. Пусть (xi) — сеть в W Γ∖ Dφ такая, что φ(xi)→j∈E. Найдется x∈Z>φ такой, что j = φ(λ). Из леммы 1.1 следует, что xi → х (mod JVφ). По лемме 2.4 най­дутся z∈JVφ и подсеть (xij) такие, что xij → u = x + z. Итак, FF обладает требуемым свойством. Пусть xi → х, φ (xi) → у. Не нарушая общности, можно предположить, что (xl∙) ⊂ W. В силу доказанного выше найдутся w∈Z>φ, и подсеть (х£у) такие, что φ(u) = y и xl. → и. Тогда х = и, что и требовалось. Таким образом, а) => б). Следовательно, а) и в) равносильны. Покажем, что б) => а). Пусть W — замкнутая окрестность нуля в Е, выбран­ная по условию б). Тогда Ю Nφ компактно (по лемме 2.1), и следователь­но dim Nφ< оо. Покажем теперь, что для φ и W выполняются условия предложения 1.3. Действительно, пусть А — замкнутое подмножество W, и пусть (xi) — сеть в А ∩ Z>φ такая, что φ (λi∙) → у. Выберем сходящуюся подсеть (xiy) : xi. → хе А. Так как Γφ замкнуто, то xeDφ и j = φ(x)∈φ(Λ). Следовательно, φ(Λ) замкнуто. На основании предложения 1.3 заключаем, что φ открыто и Rφ замкнуто.Предложение 3.2**∖  Пусть φ : Е → F, ψ : F → G. Тогда:а) если φ и ψ - (^-операторы, то и ψφ тоже-,б) если φ и ψ — Ф .-операторы, то ψφ открыто, Eψφ замкнуто и codim Eψφ < оо; если же, вдобавок, φeL(E, F), ⅛eL(F, G), то ψφ — Ф_-оператор;в) если φ и ψ — Ф-операторы, то и ψφ тоже.
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При этом ind (ψφ) = ind ψ + (dim Z>ψ Į Z>ψ ∩ 7?ф - dim Nφ). Если же Z>ψ плотно 
в F, то Z)ψφ плотно в Dφ и ind (ψφ) = ind ψ + ind ψ.Доказательство, а) Из предложения 1.8 следует, что ψjκφ откры­то, и значит ψφ открыто. Ясно, что dim JVψφ< ∞. Так как dim ¾<ooκΛφ замкнуто, то Λφ + Nψ замкнуто ([10], гл. 1, § 2, следствие 4), откуда ψ (Л), замкнуто в Λψ ([9], лемма 2), а значит и в G. Из теоремы 3.1 (а => в) следует, что ψφ — Ф+-оператор.б) Доказывается так же, как и а).в) Первое утверждение следует из а) и б).Формула ind (ψφ) = ind ψ + (dim Dφ∣D^l ∩ Rφ - dim Nφ) доказывается так же, как и в (8) (в доказательстве не используются топологические свойства пространств и отображений). Предположим теперь, что Z>ψ плотно в F. Из леммы 1.7 заключаем, что Dψ ∩ 7?ф плотно в Rφ и dimZ>ψ ∕ Z>ψ ∩ jRφ = dim F∣ Rφ, откуда ind (ψφ) = ind ψ + ind φ. Из леммы 1.2 следует, что Z>ψφ = φ^1 (Z>ψ ∩ Rφ) плот, но в Z>φ, что и требовалось.Предложение 3.3*∖ Пусть φεL(E, F), tyεL(F, G). Тогда

а) если ψφ Φ+-oneρamoρ, то и φ тоже-,б) если ψφ Ф_-оператор, то и ψ тоже-,Доказательство, а) следует из теоремы 3.1 (б <==> в). Докажем б). Ясно, что ψ∣κφ открыто. А так как ψ(Λφ) = Λψφ замкнуто и имеет ко­нечный дефект в G, то в силу следствия 1.10 ψ тоже открыто. Наконец, так как Λψ⊃Λψφ, то замкнуто ([10], гл. 1, § 2, следствие 4) и codim Rφ<∞. Итак, ψ есть Ф_-оператор.4. Перейдем к рассмотрению устойчивости свойств Ф+-операторов при компактных возмущениях.Теорема 4.1. (ср. с [2], 6.7). Пусть Е — отделимое**' т. л. п.; Γ1, Г2 
и Г3 — замкнутые подпространства в Е. Если Γ1cX Γ2, Γ2 Φ+ Г3, то Γ1Φ+Γ3. При этом, если ind (Γ2, Γ3)=oo, то и ind (Γ1, Γ3)=oo.Доказательство. Заметим, что в силу предложения 1.10 в [3] Γ3Φ+Γ2. Выберем окрестность нуля U<^E таким образом, чтобы для π2i3 выполнялось условие б) теоремы 3.1, и чтобы для пары (Γ1, Г2) выполня­лось условие леммы 2.4. Покажем, что тогда для U и π1z3 также выпол­няется условие б) теоремы 3.1. Действительно, пусть (xi) — сеть в U ∩ Γ3 такая, что xi→x (mod Γ1). По лемме 2.4 найдется подсеть xis →y (mod Γ2). В силу условия б) теоремы 3.1 найдется подсеть xi →z∈Γ3, что и требо- 

skвалось. По теореме 3.1 заключаем, что π1z3 есть Ф+-оператор и следова­тельно Γ1Φ+ Г3. Предположим, что ind (Γ1, Γ3)< оо. Тогда dim E∕(Γ1 + Γ3) = = ind (Γ1, Γ3)+dim Γ1∩Γ3<oo и в силу предложения 2.5 EcK (Γ1 + Γ3). Из предложений 2.7 (б) и 2.6 заключаем, что также ErK (Γ2 + Г3), и сле­довательно, ind (Γ2, Γ3)<oo. Теорема доказана.Следствие 4.2. Пусть Γ1, Г2 и Г3 — замкнутые подпространства в от­
делимом т. л. п. Е. Если Γ1cλ'Γ2, Γ29CΓ1 и Γ2ΦΓ3, то Γ1ΦΓ3.

♦> В случае, когда E, F и G локально выпуклы, предложение 3.3 доказано в [7]. 
Можно i показать, что теорема верна и без предположения об отделимости Е.
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Следствие 4.3*,. Пусть X, Y - отделимые т. л. π., y.X→Y Ф^опера­
тор, keL(Xi У) компактный оператор. Тогда φ + fc тоже Φ+-onepamop. 
Если же φ — Ф-оператор, то и φ + fc — Ф-оператор.Доказательство следует из теоремы 4.1, если воспользоваться предложением 2.3 и замечанием, что условия ,,φ есть Φ+-oπepaτop,* и ,iΓφ. замкнут и ΓφΦ+ X“ равносильны.Отметим, что утверждение следствия 4.3 остается в силе, если вместо компактности k потребовать его «р-компактность, не предполагая непрерыв­ности k (отображение k.X→Y называется «р-компактным, если Dk⊃Z)φ, и найдутся окрестности нуля UaX, Va Y такие, что k(U∩ φ^1 V) ком­пактно — см. [1], стр. 58).Следствие 4.4. Пусть X и Y — отделимые т. л. π., φ∈L(Ar, Y), X1 
и Х2 — замкнутые подпространства в X. Если φ∣jfj X2 → Y есть Ф ^опе­
ратор и X1cHX2, то и <p1a,i : X1 → У есть Ф^.-оператор.Доказательство. Будем рассматривать φ∣χ как оператор φ1ιl→y с Dφι = X1, и аналогично будем рассматривать φly как φ2,.X→ У с Z>φi = X2. Тогда подпространства Γφl = Γφ ∩ (X1 × У) и Γφi = Γφ∩(I2× У) замкнуты в 
X×Y. Из условия следует, что Γ2Φ+ X в X× Y, а из следствия 2.8 за­ключаем, что Γφl9CΓφj. Тогда из теоремы 4.1 следует, что ΓφlΦ+X, т. е. φ1 есть Ф+-оператор.Рассмотрим вопрос об устойчивости индекса. Ясно, что при предполо­жениях теоремы 4.1 устойчивость индекса гарантировать нельзя. Действи­тельно, пусть Γ2ΦΓ3 и Γ1 есть расширение Г2 на одно измерение. Тогда очевидно Γ1 c!C Г2 и Γ2 cλ' Γ1, а по лемме 1.11 в [3] ind (Γ1, Г3) = = ind(Γ2, Γ3)-l. Отметим также, что при предположениях следствия 4.3 справедлива формула ind (φ + fc) = indφ, если пространства X и Y локальна выпуклы (это следует из результата Шефера ([5], предложение 15)). В слу­чае произвольных т. л. п. нам удается получить эту формулу лишь при дополнительных предположених о φ и к. Приведем этот результат без до­казательства.Предложение 4.5. При предположениях следствия 4.3, пусть одно из 
подпространств Nφ, Nφ+k содержит другое (или, что то же, Nk содержит 
одно из подпространств Nφ, Nφ+k). Тогда ind (φ + fc) = indφ.Перейдем к рассмотрению многозначных отображений.Лемма 4.6. Пусть Е — отделимое т. л. π., Γ1 и Г2 - замкнутые под­
пространства в Е. Пусть имеется ψrΓ1→Γ2 с Dψ = Γ1 такое, что- ι1-⅛ψ компактно (см. диаграмму)

Е
7 t

♦) В случае, когда Хи У локально выпуклы, этот результат хорошо известен (см. напр. [8], теорема 3). В [6] доказывается, что если X произвольное т. л.п., k≡L(X) компактен, то 1— k Ф-оператор в X и ind (1— k)=0.
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Тогда Γ1 c7ι Γ2, а ψ — непрерывный Ф+-оператор. Если вдобавок Γ2cλ'Γ1, 
mo ψ — Ф-оператор.Доказательство. Из условия следует, что z2ψ∈L (∏> Е), а так как ⅛ — изоморфное вложение, то ψ∈Z,(Γ1, Г2). Поскольку z1 — Φ+-oπepaτop, то в силу следствия 4.3 z2ψ тоже Φ+-oπepaτop, и из предложения 3.3 за­ключаем, что ψ = Φ+-oπepaτop. Заметим, что Γ1 cX 7?ф. Действительно,, пусть окрестность нуля U<≡E такова, что (i1 — ∕2 ψ) (U ∩ Γ1) относительно компактно в Е. Пусть (xi) — сеть в U ∩ Γ1. Найдется подсеть (xi) такая, что xij — ψ (xi.) сходится в Е. Следовательно, (xij) сходится в Е по mod Aψ, что и требовалось. Тогда и подавно Γ1 cX Г2. Пусть Γ2 9ι Γ1, тогда в силу предложения 2.6 Γ2 9С jRψ. Так как замкнуто, то dim Γa∕tfψ < оо (см. пред­ложение 2.5 б), что и требовалось.Предложение 4.7 (ср. с [2], 6.8). Пусть Е — отделимое локально вы­
пуклое пространство-, Γ1, Г2 и Г3 — замкнутые подпространства в Е. И 
пусть Γ2ΦΓ3, Γ2 clC Γ1 и имеется ψT1→Γ2 с Z>ψ = Γ1 такое, что z1-z2ψ∙ 
компактно. Тогда ψ — непрерывный Ф-оператор, Γ1ΦΓ3 и ind (Γ1, Γ3) = = ind (Γ2, Γ3) + indψ.Доказательство. Из леммы 4.6 следует, что ψ — непрерывный Ф-оператор и Γ19С Г2. Из следствия 4.2 получаем, что Γ1ΦΓ3. Для дока­зательства формулы для индекса ind (Γ1, Г3) рассмотрим диаграмму

Е------------>£/Г3
7 t π≡

/
'1/ ⅛
/

(здесь треугольная диаграмма вообще говоря не коммутативна). Так как π3 7'ι = π3 (⅛ — z*2 Ψ) + π3 ⅛ Ф» то по теореме 15 из [5] ind π3 z1 = ind π3 z2 ψ, а в силу предложения 3.2 ind π3z2ψ = indψ + indπ3z2, что и требовалось.Замечание. Утверждение предложения 4.7 остается верным, если усло­вие локальной выпуклости Е заменить следующим: одно из подпространств Γι ∩ Γ3, ψ-1(Γ2∩Γ3) содержит другое. Это следует из предложения 4.5.Предложение 4.8 (ср. с [2], 6.9). Пусть отделимое т. л. п. Е разла­
гается в топологическую прямую сумму подпространств Г2 и Γ3, а Γ1 — 
замкнутое подпространство в Е такое, что Γ1c)ιΓ2 и Γ2 96 Γ1. Тогда Γ1ΦΓ3, и найдется Ф-оператор ψ∈L(Γ1, Г2) такой, wπoind(Γ1, Г3) = = indψ, а ∕ι-⅛ψ — компактный оператор. Если же дополнительно вы­
полнено одно из двух условий-.а) Е локально выпукло-,б) Γ1∩Γ3 = 0,
то Γ1 дополнимо в Е.Доказательство. Из следствия 4.2 вытекает, что Γ1ΦΓ3. Пусть 
Р — проектор в Е с Rp = Γ2, Np = Г3, а операторы P2eL(E, Г2) и 
Q3eL(E, Г3) определяются из соотношений P = i2P2, l-P = i3Q3. Имеются-
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изоморфизмы 72iE∕Γ3 → Γ2 и J3rE∕Γ2 → Г3 такие, что коммутативна 
диаграмма

В силу предложения 3.2 ψ=J2(π3ι1) — Ф-оператор, а Zι-⅛ψ = iι-⅛P2h = 
= (1 -P) h = ⅛ Оз h = h7з (π2 h) компактен. Ясно, что ind ψ ≡= dim E∕(Γ1 + Γ3) - 
— dim Γ1 ∩ Γ3 = ind (Γ1, Γ3). Докажем заключительное утверждение. Пусть Е 
локально выпукло. Тогда Г3 можно разложить в топологическую прямую 
сумму: Γ3 = Γ1∩Γ3 + Γ. Так как dimΓ1∩Γ3<oo, то Γ3c∕tΓ и Γc∕CΓ3, и 
из следствия 4.2 вытекает, что Γ1ΦΓ (при этом Γ1∩Γ = 0). Итак, случай 
а) сводится к случаю б). Пусть выполнено б). Тогда Γ1 дополнимо в Γ1 + Г3. 
Но Γ1 + Г3 замкнуто и codim (Γ1 + Γ3) < оо; следовательно, Γ1 + Г3 дополни­
мо в Е ([10], гл. 1, § 2, предложение 3) и Γ1 дополнимо в Е.

Замечание. Приведем пример, когда выполнены все условия предло­
жения 4.8, кроме условий а) и б), и подпространство Γ1 не дополнимо. 
Пусть E=R1 ®jCi∕2(0, 1). Обозначим Γ2 = Λ1, Γ3=Lι∕2(0, 1), и пусть Γ1 — 
двумерное подпространство в Е, содержащее Г2. Ясно, что Γ2 c∕t Γ1 и Γ19t Г2. 
Пусть Н — произвольное прямое дополнение к Γ1 в E, Р — оператор проек­
тирования Е на Г3 параллельно Г2. Тогда Р(Н) — гиперподпространство 
в Li/о (0, 1), и значит не замкнуто. Поэтому Я+Г2 не замкнуто в Е, от­
куда Н не замкнуто в Е ([10], гл. 1, § 2, следствие 4). Итак, Γ1 не до­
полнимо.

Автор благодарит А. С. Маркуса и Д. А. Райкова за постановку задачи 
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APIE PUSIAU FREDHOLMO TIPO OPERATORIŲ TEORIJĄ 
TIESINĖSE TOPOLOGINĖSE ERDVĖSE

J. Vladimirskis

{Reziumė)

Keletas pusiau Fredholmo tipo operatorių teorijos teiginių lokaliai iškiliose erdvėse apibendri­
nami bet kurioms tiesinėms topologinėms erdvėms. Teorema apie Φ+-operatorių stabilumą, esant 
kompaktiškiems sužadinimams, apibendrinama daugiareikšmiams atvaizdavimams.

ON THE THEORY OF SEMI-FREDHOLM OPERATORS
IN TOPOLOGICAL LINEAR SPACES

J. Vladimirsky

(Summary)

Some propositions of the theory of semi-Fredholm operators in locally convex spaces are 
generalized to general topological linear spaces. The theorem on the stability of Φ+-operators 
under compact perturbations is formulated in terms of semi-Fredholm graphs.

4. Lietuvos matematikos rinkinys, XI 4




