
LIETUVOS MATEMATIKOS RIHKIHYS
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 4XI

197 1

УДК 519.21

ОБ АБСОЛЮТНОЙ НЕПРЕРЫВНОСТИ МЕР, 
СООТВЕТСТВУЮЩИХ СЛУЧАЙНЫМ ПРОЦЕССАМБ. Григелионис
ВведениеПусть случайные процессы X<n = {X<j∖ r≥0}, ι=l,2, принимают значе­ния в w-мерном евклидовом пространстве (Rm, ⅞m) и заданы на вероятно­стных пространствах (Ωω, Jrw, Р(/)), f =1,2, соответственно. Обозначим μ⅞9, f =1,2, меры, соответствующие случайным процессам Xω, f =1,2, на а-ал- гебре ^rf6¾, порожденной цилиндрическими множествами в пространстве всех функций, определенных в интервале [О, Т] и принимающих значения в Rm. Пусть далее - сужение меры Р(1) на а-алгебру ^9 = σ(y<0, θ≤∙s≤Γ)>— мера, определенная на с-алгебре по формуле:
если

Л = { ω : X<1> (ω) еВ}, BeВ настоящей работе для широкого класса случайных процессов, в частности, включающего в себя многие случайные процессы, представляющие компо­ненты многомерных марковских процессов, будут исследованы условия абсо­лютной непрерывности мер ySj>, f =1,2, и мер P⅛∖ /=1,2, а также найде- 
dP⅛Pны формулы для плотностей (У(1)). Обширную библиографию работ,относящихся к рассматриваемым задачам, можно найти в обзорной статье [1] (см. также работы [2 — 9]).

[§ 1. Преобразование случайных процессов абсолютно 
непрерывной заменой мерыПусть на вероятностном пространстве (Ω, &, Р) задана возрастающая система а-алгебр <F,, таких, что J2½⊂Jr, 5rf=∩ ^^z+e = г≥0, причем ε > О& и &t, z≥0, пополнены по мере Р. Далее мы будем пользоваться обозна­чениями и определениями работы [10].Рассмотрим случайный процесс X=(Xlt ..., Xm)loc, такой, что

t
<Х„ Ty>,= f aii{s)ds,

о



784 Б. Григелиониси целочисленную случайную меру p(Λ), Λ∈^[0, oo)×^m, согласованную с системой а-алгебр Jζrr, ∕ ≥ 0, и удовлетворяющую предположению ( * ) п. 3 в [10], в частности, такую, что для всех Γ∈^m ∩ C7e, ε>0
g{t, Γ)=p(t, Γ)-f ∏(s. Γ)rfseW*.

ОПусть далее случайные функции ψ(f) = {ψι(O> •••» Ψm(θ) r≥0, xeRm, такие, что ψf∈L(<Jfi>), z=l, . ..,m, φ1∈Fe где
ии

I φ(r, х) при 1 φ(t, х) | < 1, φ1(∕, х) = {I 0 при I φ(r, х) | ≥ 1,а φ2('. *)=φ(*. *)-φι('∙ *)•Обозначим
χ<,M=∑ ∕ ψiω^iω.

i =1 о<‰>,= f (ψ(s)Λ(s), ψ(s))⅛
оα, = αf (ψ, φ) = exp { Arψ (t) - у < Xψ >, + 2φι (t) +Pφt (t) - 

-ff (eφ'ls∙y)- 1 -φ1(∙y, j)j ∏ (s, dy)ds-

0 Rm

0 Rm 

(1)

(2>

где
Λ(O = iJ<⅛(O∣IΓ. (χ, y) = ∑ χiy∣-

i=lАналогично теореме 6.1 в [11], можно показать, что если для всех t>0почти всюду по мере Р(п. в.)
tf J φf (s, y) ∏ (s, dy) ds<∞

0 Rm

f f (е<р.<«.Л_1)П(5, ⅛r)j∣<a>, 
(3)
(4)

то {a,, 3Ft, />0} является локальным мартингалом.
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В предположении, что {α,,J2rf, z≥0} является мартингалом, получим, что- Ear≡ 1, и на с-алгебре ^ra0 = σ[ ∣kJ равенством
P(Λ)= f a,<∕P, AeFt, t>0, (5)'

Аопределим вероятностную меру Р.Определим классы случайных процессов W⅛0"λloc и т. д. аналогично 2Q(m),ioc и τ д> лишь с заменой (Ω, Р) на (Ω, Р) и обозначим
Xt = Xt- f φ(s)A(s)ds-[ f j(e<P(s.j')- 1) ∏ (ιy, dy)ds, (6)

О 0 t√∣≤lП (г, Γ)= f e*<'>')∏(f, dy).
гИспользуя обобщенную формулу К- Ито (см., например, [10]) и рассуж­дая аналогично доказательству теоремы 2 в [4], получим следующее ут­верждение.Теорема 1. При сделанных выше предполсжениях XεWcmu°c,

< Xi, Xj >,= ∫ aij(s)ds, i, j= 1, . . ., w,
о

и для всех Γe^π,∏ Uε, ε>0

q(t, Γ)=p(t, Γ)-( ∏(j, Γ)<⅛e9⅛∞.
оПусть далее (Ω, P) = (Ωω, J5^ω, Р(1)), случайный процесс Х(1) согла­сован с системой a-алгебр <^f, />0, его траектории непрерывны справа и имеют пределы слева, а мера скачков /?(1) удовлетворяет предположению (*) п.З в [10] с функцией П(1)(/, Г). Предположим, кроме того, что сущест­вует функция a(1) (∕) = (afυ(r), ..., и матрица Λ<1>(∕) = ∣∣<⅛n(f) ∣∣f,, та­кие, что afυ(∕), ⅛0(r), ι,y=l, ..., m, ^[0, оо) × & - измеримы, согласо ваны с системой a-алгебр f≥0,

X<,, > = X,,l> - f a<1> (j) ds - f f yq<r> (ds, dy} -
о о ∣j-∣≤l

-f f ypm(ds, dy)em<a>∙,∞ (7)
o i у I > 1

И
t

< Xi, Xi>, = f afj>(s)ds.
∩
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Случайный процесс {а(Д />0} определим формулой (2), полагай Arf = yV, и P=Pω. и предположим, что он является мартингалом.Из формул (6) и теоремы 1 получаем такое важное для дальнейшего ут­верждение.
Следствие 1. Случайный процесс А"(1) относительно меры Р(1\ опреде­

ленной формулой (5) с αf = αj,∖ удовлетворяет предположениям (1) и (7) 
с функциями П(1)(/, Г) = ∣* evf∙f∙yi П(1) (г, dy),

r

bω(t) = aω(t) + ψ(f)AW(t)+ [ y(e^-1) ∏co(r, dy) (8)
l>ι≤lи A<V(t) = A<1>(t).

§ 2. Критерий абсолютной непрерывности мерОбозначим j¾P меру наа-алгебре соответствующую случайному про­цессу Х(1) относительно меры Р(1) в предположении, что распределение равно распределению У£2). Мы будем далее предполагать, что распределе ние yį)2) абсолютно непрерывно относительно распределения c плотно­стью p0(χ).Имеет место следующий общий критерий абсолютной непрерывности ве­роятностных мер.
Теорема 2. Если при некотором выборе функций ψ и φ меры j⅛P и μ^2> 

совпадают, то μ^<μ<7P, а также P^<P^ и

dP<p
-jφ (Х<») = Ро (Xį) Е(1) (a<9 [ (9)Доказательство. В силу предположений теоремы имеем, что для всех μ^(B) = E∞χ(y<1>∈P)и ttr,(В) = j⅛!,(В) = Eu, (р„ (Xi,,>) <⅛∣>χ (*<»еВ)),откуда следует, что μ^<gμ^j.Далее, поскольку для каждого существует Be^fflτi, такое, чтоΛ = {ωιΛ¾∈*}, то
РР (А) = Р(1) { Х^> еВ } = Е(1)и /><?> (Л) = μV2> (В) = f⅛P (В) = E<υ (р„ Щ”) a<!> 3u) == E<*> [χ4 Ро (П°) E∞ (<⅛> I ^>)] -= f p0 (X{,'>) E<l> (aψ I ЛР$!>) dP"∖ (10)

А

♦) Символ E<1> обозначает среднее по мере P∞.



Об абсолютной непрерывности мер 787Из (10) и следует, что P^<ζP^y и имеет место формула (9).
Замечание 1. Из (9) имеем, что если Р(1) {po(Ar⅛υ)<⅛υ>0}= 1, то при условиях теоремы 2 PP<^P^ и

(*ω) = [ро Ш”) Е111 (⅛p I ^V,)]-*∙

Замечание 2. При конкретных применениях теоремы 2 возникают следу­ющие задачи: 1) найти условия на локальные характеристики aω(r), Λω(r), ∏ω(r, Г) случайного процесса Arα> и функции ψ(∕), φ(r, х), при которых случайный процесс {αcrυ, ∕≥0} является мартингалом; 2) найти условия, при которых начальное распределение и локальные характеристики случай­ного процесса однозначно определяют меру, соответствующую ему на а-ал- гебре и 3) найти более явное выражение для плотностей мер в фор­муле (9).Проиллюстрируем сказанное на некоторых примерах, а задачу 1) более подробно рассмотрим ниже в § 4.
§ 3. Примеры

Пример 1 (см. [4]). Допустим, что локальные характеристики случайно­го процесса X(1) относительно системы a-алгебр Jζrf, r≥0 имеют вид: a(1)(r) = = aω(∕, Ar⅞υ), Λω(r) = Л(1)(/, X<n) и ∏ω(∕, Γ) = ∏ω(r, X<ii∖ Г) и аналогич­но локальные характеристики случайного процесса X(i) относительно неко­торой монотонной системы a-алгебр r≥0, в вероятностном пространстве (Ω<2∖ jγ(2)j p(2)) имеют вид: fl(2)(r) = fl(2)(r χ(2))j = X<2>) иП(2)(г, Г) = П(2)(/, Arp,Γ), где функции al'>(∕, х), Λ<i>(∕, х) и ∏ω(r, х, Г), z=l, 2, неслучайны. Предположим, что начальное распределение и локаль­ные характеристики a(2)(r, х), Л(2)(/, х) и П(2)(г, х, Г) однозначно опреде­ляют меру на a-алгебре ^įo,rj независимо от вероятностного простран­ства, на котором рассматривается случайный процесс с такими характери­стиками.Если, кроме того, для всех Γe^,flП(2)(/, х, Г) ≡ f p(r, х, βy) П(1) (г, х, dy),г√4rυ(r, x)≡Λ<2>(f, х)и существует функция ψ (г, х) такая, чтоa(2)(r, x)≡aa>(∕, x) + ψ(∕, х)Л(1)(/, х) ++ f у (р (Г, х, у) - 1 j П(1) (Г, х, dy),

I У I≤lпричем (aį]), J%, ∕≥0) при ψ(r) = ψ(∕, Ar<υ) и φ(∕, x) = lπρ(r, яв­ляется мартингалом, то выполнены условия теоремы 2 и
dP& (yω) = p0(y<υ)aω

5. Lietuvos matematikos rinkinys, XI 4
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Это утверждение в силу сделанных предположений немедленно следует ив следствия 1, теоремы 2 и того, что o⅛9 является измеримой случайной величиной.
Пример 2. Пусть случайные процессы Х('>, z =1,2, заданы на том же вероятностном пространстве (Ω, Р) и относительно непрерывной справа монотонной системы а-алгебр Jζ∖, ∕ ≥ О, имеют локальные характеристики flω(∕)=α0)(r, θn χ^∖ A<i>(t)=A<i)(t, θt, x<n), ∏<'>(r, Γ) = ∏ω(r, θr, χv>)rz=l, 2, где θt, z>0, случайный процесс, согласованный с системой ст-алгебр 

<Ftt r≥0, и принимающий значения в измеримом пространстве (Θ, ^θ), а функции α0>(∕, θ, х), Λω(z, 0, х) и ∏ω(∕, θ, х, Г), z= 1, 2, неслучайны. Также как и в примере 1, если начальное распределение и функции √2>(r, θ, х), Л(2)(г, 0, х) и П(2)(г, 0, х, Г) однозначно определяют меру μ^>, Λ<1>(∕, 0, χ) = A^(t, 0, х),∏o>(∕, 0, х, Г) ≡ ( p(t, θ, X, 3>)∏ω('. θ, х. dy)
Ги существует функция ψ(∕, 0, х), такая, чтоя(2)(/, 0, x)≡αω(Z, 0, x) + ψ(Z, 0, x)A<x>(t, 0, х) +

+ f У (p(*> θ> x∙ j0~ 1) ∏ω(r> θ> x> dy),
I у I ≤ 1причем (α{υ, J*rf, Z≥0) при ψ(z) = ψ(z, θt, Ar{υ) и φ(z, x) = lnρ(r, θr, A½!2o, х) является мартингалом, то выполнены условия теоремы 2.В частности, если случайные процессы X<f>, i= 1, 2, являются решения­ми стохастических уравнений К- Ито

xφ = x^+ f («)0„, X<l,)du + ∑ f l%>(u, 0„, χd>)dwll(u) + 
О /с=1 О+ f [ f(i)(u. θa, X[t∖ y)q(du, dy) +

О ∣j-∣≤l

+ f f ∕ω(w> θb, у)P (du, dy),
О I уl>lz =1,2, где w = (w1, . ..,vvr) и р является r-мерным винеровским процессом и стандартной пуассоновской мерой, согласованных с системой а-алгебр Z ≥ 0, то нетрудно проверить, что в этом случае∏<i,('∙ 0, X, Γ) = f ,

∕ω(r,θ.χ,y)e Г

a<i>(t, о, χ)=∑ ⅜',(Λ 0. χ)W(t, О, х)
Z = lи a<'>(z, 0, x) = c<')(r, 0, x)+ f /«>(/, 0, х, у) -5η‰ -

. I у 1> 1 
:/(l)(r,θ,χ.j) l≤∣f ∕w(Λ θ, X. у)

I У l≤ 1
I∕ω(r,Θ.X.J-) ∣>∣
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§ 4. О плотностях вероятностных мерДалее, при предположениях и обозначениях § 2 будем исследовать усло­вия, при которых случайный процесс {αr(ψ, φ), ^rt, ∕≥0} является мартин­галом.Обозначимar(Ψ> φ) = at(ψ, φ)as~l(Ψ> ψ)> 0≤5<Λ
Лемма 1. Если выполнены предположения (3) и (4) и для всех Q≤s<tEaf(ψ, φ)=l, (11)

то случайный процесс {af(ψ, φ), r≥0} является мартингалом.Действительно, в силу сказанного в § 2 при условиях леммы случайный процесс {ar(ψ, φ), ∕≥0} является локальным мартингалом, откуда, ис­пользуя лемму Фату, получаем, что он является супермартингалом. В част­ности, отсюда находим, что п. в.0≤E(a'(ψ, φ)∣^s)≤l. (12)Из (11) и (12) следует, что п. в.E(a,(ψ, φ)∣^s)=lили E(a,(ψ, ф) I ^rs) = as (ψ. φ)∙
Лемма 2. Если существуют константы Ki, z=l, 2, 3, 

такие, что

(ψ('MW> ψω)≤‰ i<p(λ *)∣≤a2
и

f »•('. Jl)∏(<. ⅛,)≤4 (13)
Rm

то для всех 0≤1y<∕EaJ(ψ, φ)= 1
и E(a)(ψ, φ)jτ≤exp{(∕-s)tf(γ)},
где

К[Ы = i I γ2 - т IK1 + ±κ3 (∣ γ ∣ eκ∙+γ⅛ *. *.),

а у —любое действительное число.Доказательство этой леммы аналогично доказательству лемм 2 и 3 в [4] и его приводить не будем.Из лемм 1 и 2 непосредственно вытекает следующее утверждение.
Теорема 3. Если существуют последовательности случайных функций {ψπ(r), 1} и {φn(∕, х), 1}, удовлетворяющих условиям (13)*∖ таких,

что для всех фиксированных O≤s<t при n→∞a∏ψn, φn)→af(ψ, φ) (14)
♦) Константы Kt. /=1. 2. 3. могут зависеть от п.

5*
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по мере Р и последовательность случайных величин {α,(ψπ, φn), w≥ 1} рав­
номерно интегрируема, то случайный процесс {az(ψ, φ), t≥0} явля­
ется мартингалом.Для проверки равномерной интегрируемости последовательности'{ aj (ψn, φn), w≥ 1 } по известному критерию Валле — Пуссена достаточно показать, что для некоторой положительной возрастающей функции F(x), х>0, такой, что

1- F(x)lιm —— = ∞ ,
x→∞ xпри всех п '½ 1E^τ(aJ(ψπ, φn)j^≤∕C(5, f)<oo. (15)

Далее приведем некоторые условия, при которых (15) выполнено с F(x) = ∣x∣1+ε, ε > 0.Предположим, что для некоторых 81>0, γ>0 и достаточно малого δ2 = = S2(δ1, γ)>0E[expl (l+δ1) f [(ψ(u)Λ(u), ψ(u)}<fa +
(16)+ f <P2 (“. У) ∏ («•

I φ (и, 7) l≤γ

и для s≤m≤∕, xeRm п. в.(ψ.W А (и), ψ,(u)) ≤(ψ(u) А (и), ψ(w)),
∣φπ(u, х) I ≤ Į φ (и, х) |. (17)Лемма 3. При условиях (16)-(17) выполнено (15) с F(x) = i х i1+ε, где 

г —достаточно малое положительное число.Доказательство. Поскольку при условиях (13) ^λeFq, то из (2) находим, чтоa,(ψ,, φ,) = exp{xς,,(0-∣ <A∙φ,>, + βφn(r)- (18)

ОбозначивФ.,.(0=(1 + с)гФ„(0
и

T»,, (0 = (l+≡)2 <₽»(').
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из (18) имеем, что
(фл. φn)]1+e = exp I (1 + ε) (Г) - Xψn (5) - 4 (1 + ≡)3 ×

× (<‰n>, - <‰n> ∙)+(i +ε) (еФ„ ω - ω)- i~-t ×

× [ f (eφn,≈0,'j,- 1 -φn,. («. у)] П (и. dy)du ! ×

х exp J -1 [(1 + ε)3 - (1 + ε)] «Хф„>, - <Xφn>s) +

+ ττε Г Г (eφ",t<">>-l-φ,, e (u, у)) П (и, dy) du -
•S

— (l+ε) f f (eζp∏iu∙y>- 1 — φn (u, ,y)j П (u, dy)du (19>

Используя неравенство Гельдера, из (18) и леммы 2 получаем, что

EK(ψn, φn)]l÷ε≤[Eα{(ψn,e. e)irτ'≤

≤[Eγj(n, ε)]ττ', (20)
где

γ1,(n, ε) = exp J (1 +ε)2(2 + ε) f (ψ11(κ)Λ(w), ψn(u)j<⅛ +

+ -Į- [ f (e,l+ε>'φ","∙,,>-1 — (1+ε)2φn(w, j»)j П (и, dy)du-
s Km

f f (Λ^>-l-φ11(1Λ J-))∏(m, ⅛-)<⅛j. (21)

При Į φ (u, j) i ≤ δI+γ, так как 

и i <Pn (u> У) i ≤ I φ (w» JO 1 ≤ δ2+γ. имеем

I l(e<ι+.>∙»„«.»_ 1 _(1 +e)2φ,(u,j>)j- (l^e)’ (g⅛<"■ >■>- 1 -φn(u, y))j≤ 

≤ ^l-+ε>∙-°±e>* φ≡ (и, y) + -į I φ,(u, У) i3 ((-Ц^ e<'÷ε>1' " ■ +

+ ±±≤1 eι. ,„<«„>, ) ≤ φ2 („, у) [(1 + e)≈ (1 + £) +

+ у f-kτr 82+y e'1+", δ2+τ] ≤ φ≡ («•?)( 1 + Xi (ε)), (22)

где κ1(ε)→0 при ε→0, если выбрать δ2 = O(ε).
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Далее, при всех и и у
∣(e(l + ε),φzj(u. ,)_!_(] +ε)2 9л(м> ^)_(1+е)2^Фл(И^>_]_9я(м> j,)j | = 

= I (e(1 + ε>*φπ(u,j'∙ _ 1)_(1 +ε)2 (е<рп(и.у)_ ])|_

j Vn(u,y)

= (l+ε)≡ f (е(1+е),“-еи) ≤
! O
i Фл (".n∣ 

≤(l+ε)2 I* g(l + ε),u Jy^^(l + ε),lφn(u∣Jl)∣ι

O
Из (21) —(23) и (17) следует, что 

y5t(n, ε)≤exp {(l+κ2(ε ψ(w)Λ(u), ψ(u)j +

+ ( φ2(w, у) ∏ (и, dy)duj +
i <р (и,у) I ≤δj + γ J

+ ± f [ e(1+e)t,<p(u'y)l ∏ (w, dy)du∖,

s I φ (и, у) l>δ∣+γ *

где κ2(ε)→0 при ε→O.
Снова применяя неравенство Гельдера, из (27) и (16) получаем, что 

^Eexp (l+εη(l+κ2(ε)) f jjψ(u)Λ(u), ψ(u)) +

(23)

(24)

Eγ)(n, ε)≤

f φ2(w. J,)∏(w. 4,)1du ji × 

i φ (u,y) i ≤δI+γ J j J
×∣EexpJ f f eα+∙>∙∣Φ<⅛∕>∣

L I s I φ(u,y) l>δI+γ

≤jjEexp∣(l+δ1) f Ijψ(u)Λ(u), ψ(u)j +

i ι^Γv 
pu j ×+ f <P2 («. у) ∏ («• dy)

)φ(u,y)l≤γ

eγ
ll'+eτ 

П (и, dy)du∣ I ≤

г
ιl1+∙τ

ed + δ,) 1l φ (и, у) I ∏ (М> dy)du
I Ф (и, у) I ≥ δ∣ + γ



Об абсолютной непрерывности мер 793Мы выбрали δ2 = ε, а ε таким, чтобы(l+εη(l + κ2(ε))≤l+δl (25)
И 1ε≤γ'+γ. (26)Лемма 3 доказана.

Замечание 3. Зависимость δ2 от δ1 и γ определяется соотношениями (25) и (26).
Замечание 4. В случае когда ∏ (t, Г) ≡ 0, а матрица A (t) является еди­ничной, процесс Xt, t≥0, будет w-мерным винеровским процессом и

!
m t t∑ f ψ.∙ (■*) dXi (s) -1 f I ψ (i) l2 ds i = 1 0 öИз теоремы 3 и леммы 3 легко следует, что если при некотором δ1 > 0 и всех г>0Eexpj(l+δ1) f I ψ ($) ∣2<Zy j < оо ,

I о Iто случайный процесс {αt(ψ), &t, r≥0} является мартингалом. Это утверж­дение является многомерным аналогом леммы 1 § 12 в [12].
Институт физики и математики Поступило в редакцию
Академии наук Литовской ССР 2.XI. 1970
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APIE MATŲ, ATITINKANČIŲ ATSITIKTINIAMS PROCESAMS, 
ABSOLIUTŲ TOLYDUMĄ

B. Grigelionis

(Reziumė)

Darbe rastos matų, atitinkančių plačią atsitiktinių procesų klasę, absoliutaus tolydumo sąly* 
gos bei tankių formulės; šiai klasei priklauso ir daugelis atsitiktinių procesų, kurie yra daugiamačių 
Markovo procesų komponentės. Taip pat rastos sąlygos, kai apibrėžtas duoto atsitiktinio proceso 
multiplikatyvinis funkcionalas yra tikimybinių matų tankis.

ON THE ABSOLUTE CONTINUITY OF MEASURES CORRESPONDING TO 
STOCHASTIC PROCESSES

B. Grigelionis

(Summary)

Absolute continuity conditions of measures corresponding to a wide class of stochastic proces­
ses, including, taken separately, many stochastic processes which are components of the multi­
dimensional Markov processes, and formulas for densities are obtained in the present paper. The 
conditions are also investigated when a defined multiplicative functional from the given stochastic 
process expresses density of probability measures.


