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СВЯЗНОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ ЦЕНТРАЛЬНЫХ ПУНКТОРОВ

С. П. Жяукене

Введение

Б. Л. Лаптев ввел понятие пространства опорных элементов. Частный 
случаем таких пространств является пространство тензорных опорных эле­
ментов. Б. Л. Лаптев в этом пространстве построил операцию ковариантного 
дифференцирования и соответствующую ей аффинную связность, также тео­
рию кривизны этой связности и соответствующую ей теорию инвариантов [6]. 
Кроме того, он построил операцию дифференцирования Ли в общем про­
странстве опорных элементов.

В. И. Близникас обнаружил, что в пространстве тензорных опорных элемен­
тов помимо аффинных связностей естественным образом возникают и другие,, 
как линейные дифференциально-геометрические связности и тензорные связ­
ности [5]. Он ввел понятие инвариантного дифференциала и построил теорию 
соответствующих связностей во многих частных случаях опорных элементов,, 
как центральных копункторов [1], линейных элементов и др. В. И. Близни­
кас глубоко и в различных аспектах разработал теорию различных связнос­
тей в общем пространстве опорных элементов [2], [4], [5].

В работе [9] введена операция инвариантного дифференцирования в про­
странстве центральных пункторов Wπ.

В этой заметке методом Г. Ф. Лаптева [7] рассматривается структура 
пространства центральных пункторов Wπ, вводится линейная связность, го­
ризонтальная центро-проективная связность, получаются инвариантные про­
изводные, тождества Риччи и Бианки.

§ 1. Структурные уравнения пространства центральных пункторов Wπ

Каждой точке дифференцируемого многообразия Vπ, локальные коорди­
наты которого х1, х2, ..., хл являются первыми интегралами вполне инте­
грируемой системы дифференциальных уравнений ω' = 0(z, у, к, ... = lr 
2, ... и), можно ассоциировать пространство значений дифференциально-гео­
метрического объекта. Множество всех этих ассоциированных пространств 
Б. Л. Лаптев назвал пространством опорных элементов.

Частным случаем пространств опорных элементов является пространство 
центральных [пункторов, локальные координаты которого xi, ui являются 
первыми интегралами вполне интегрируемой системы дифференциальных 
уравнений [8]:

ω' = 0,
Θ' = 0, (1.1)



796 С. П. Жяукенегде Θ' = dui + uj ω} — ui ui ωj (1.2)и ω∙z = ωj, ω,ijk = ωjk, ωlijkl = ωjkl, . . .Формы Θl, Θ2, ..., Θn линейно независимые пфаффовые формы, и, вместе взятые с линейно независимыми формами со1, ω2, ..., со" имеют следующую •структуру:
(Dωi = ωj Л ω},βΘ' = ω'ΛΘJ + Θ'Λωj, <13)где (1-4)Θy = ^(ω⅛-^rw'ωw)∙ (1.5)Формы ω}, Θ}∙, ωy∙, ...» полученные при последовательном продолжении си­стемы (1.3), связаны следующими структурными уравнениямиZ>co' = co∙, Л со},7) ω' = ωk Л coį + со* Л ωjk,

Dω,jk = ωjk Л ω{ + со{ д ωlkl + ω⅛ Л co}z + ωz Л ωjkl',

D& = Θ-, Л ω,j + ωj л Θy,Z>ω} = со* л ωik + ωk Л Θ}* + Θ* Л ⅛,,Dωj∙fc = (ι)jk л coz + coj л coįz + cofc Л co}∙z + co^ л Qjk∣∖
,DΘj∙ = со* л Θjr + Θ* л <fik + Θ* л Θ⅛y + ωk л Ωy⅛j

(1.6)
(1.7)
(1.8)

DQjk = coį л Θj∙∕ + 0į л co}∙z + соу л Θ∕⅛ + ΘJ∙⅛ л со/ + л Ω}⅛z + & л ®цк', (1.9)
DQ,jk = Qlj л Ωk + Θy л ©k + coį л Ω}z + Θ⅛ л Θzy ++ co}j⅛ л Θz + Ωyjt л со} + ωz Л δ}⅛∕ + & Л Ωzy√, (1.10)
⅜= - s<i>ωo∙ (l-П)®J* = ⅛ - -^-∣- “/) k, (1.12)ΩJt = κ' (ω∕A-n+η (1∙13)θ⅛= ^^ 7Γ+T S<√ ωfc> (1.14)
∙Γ∖i i 2u? л;12yfc∕ — ω7∙*∕ — —p ö(p coy) kl, (1.15)‰ = u<, (ω⅛-^7j- ulωpjk∣y (1-16)Из полученных структурных уравнений следует, что формы co,, Θ', со}, со}*, ..., ω}, ωijk определяют расслоенные дифференциальные структуры, связанные с пространством Wπ. Эти структуры имеют две подструктуры,
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т. е. горизонтальную расслоенную дифференциальную структуру, определен­ную формами ω', ω}, ωjkf ... и вертикальную расслоенную дифференци­альную структуру, определенную формами ω', Θf, ωj, ωjfc.Формы ω)∣ωiβθcs0 и ω⅛∣ωiβθι∙β0 имеют такую же структуру, как и фор­мы ωj∣ωf∙=0 и ω∕fc lωiss0. Эти формы являются инвариантными формами диф­ференциальной группы второго порядка для слоя пространства центральных пункторов Wn, которую мы будем называть вертикальной дифференциальной группой второго порядка пространства центральных пункторов.С каждым опорным элементом пространства Wn связываются два линей­ных пространства: касательное векторное пространство Γ2n, изоморфное пространству операторовX = — U — —∂χi ’ σ∙~ ∂li',и касательное дуальное векторное пространство Tįn с натуральным корепе ром (dxi, dui), или произвольным — (ω', Θ'). Группа преобразований элемен­тов пространств Т2и и T*n определяется инвариантными формамиω∕ = ωj∙ ∣ω,=θ*=θ, ωj = ωj ω'=θ'=o, Θj∙ = Θj∙ jω'=θ'=o, структурные уравнения которых имеют видZ)ωj = ωjΛ⅛, Z)ωJ=ω*Λω⅛, Z>Θj = Л Θ⅛ +ΘJ Л ω⅛. (1.17)Из этих структурных уравнений следует, что упомянутая группа имеет две подгруппы, определенные инвариантными формами ω} и ωj. Формы ωij — ин­вариантные формы центроаффинной группы касательного пространства базы, а ωj — инвариантные формы такой же группы касательного пространства слоя. Подгруппу, определенную формами ωj, будем называть горизонтальной центроаффинной подгруппой, а вторую подгруппу — вертикальной подгруппой (она является вертикальной дифференциальной группой первого порядка).Инфинитезимальные преобразования векторов репера {e1∙, eπ+i} простран­ства T2n имеют вид
d ei = ω-j ej∙ + Θ∙j en +j∙, ∣ ∣
den+i = ωjteπ+j,а произвольного корепера {e,', en+,'} пространства Tįn

dei= — ω,iej,
j0 с (1.19)Jen+,= -Θjey-ω*∙eπ+ΛВидно, что пространство Тг„ имеет инвариантное подпространство, опреде­ленное векторами en+l∙, a Tį„ — «-мерное инвариантное подпространство, оп­ределенное базисными ковекторами е*.

§ 2. Линейные связностиЕсли в пространстве центральных пункторов Wn задано некоторое поле дифференциально-геометрического объекта, называемого фундаментальным [5], то при помощи этого поля можно разнить геометрию как теорию инвариан-
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тов и инвариантных операций, присоединенных к фундаментальному объекту 
относительно допустимых преобразований координат. В качестве фундаменталь­
ного объекта будем рассматривать объект линейной дифференциально-геометри­
ческой связности, объект горизонтальной центро-проективной связности и 
объекты других связностей.

Если Tį„ касательное дуальное векторное пространство пространства Wzn, 
подвижный корепер которого составлен из форм ω* и Θf, то оснащение про­
странств T‰ можно определить при помощи форм [5]

⅛ = Θ' + Γμfe, (2.1}

причем величины Tį должны образовать дифференциально-геометрический 
объект следующей структуры:

dΓj⅛ — Γ} ωjk + Γ⅛ ωj — Θ]k = Г) k ωj + Tį k 0Л (2.2)

Этот объект называется объектом линейной дифференциально-геометрической
связности пространства центральных пункторов Wn.

Последовательное продолжение системы (2.2) дает: 

dΓ}t k-Γ,∣fk ωlj — Г) zcoį + Γj k ωj — Γzg⅛z∙ + Γ¾Θ⅛ —

~ Ω⅛ — Tj k ΘJ = Γ⅛∙,a ωl +'Tį k 0z, (2.3}

d Т) k — 'Γ∕t∕cωj — T) lωik + Tį k ωz + Tį čoį — Θtjk =

= Vj'kω'+TiljtkW, (2.4}

dΓlpj, k ~ Γ⅛, k ωp ~ Γp∕, k ωj — Γ⅛, i u>lk + ГрУ> kωll- Tį k ωljp —

- Q i ωlkp + Γljt k Q,lp — Γjs i ωlkj + Tį k &u — Tį k Ωlip — Γz ωlkjp +

+ Ц Ω⅛, - T'λ k Θ}- Tį, A 0į ≡ 0 (mod ω', 0‘), (2.5)

d'Γ,pjt k — ,Γ∕7∙ι kωi~ ,Γp∕. k ωj — ∕ ω* + П, k ω∕ — Tį k &jp — Tį z ωlkp +
+ Tį A0jp + r/^ą.+ri0įp-Q^-Tį;jfc0įSO(modW\ 0‘), (2.6}

d Tį,, k — Tį, kωlp- ,T,plι k ωj — Tį,-, l ωlk + "Vlpj a ωz — Tį k ω,jp +

+ Tį k ω}p + Tį, k ω,lj — Θ,pjk ≡ 0(mod ωi, Θ,). (2.7}

Дифференциальные уравнения (2.2) можно переписать в виде

JΓ]t — Г) ωjk + Tį ω} — Θa = G,jt kωj + Tį k Θj, (2.2}
где

GįA = rįA-TįArį (2.8}

Дифференцируя внешним образом (2.1), получим:

Z) 0,' — Θy д (ωj + Tį k ωfc) = Zijk ωj Л ωk, (2.9)
где

¾ = 2G∣λai. (2.10}
Эти величины образуют тензор, который называется тензором кривизны 
объекта связности ΓJ.

Из (2.9) следует, что преобразование форм Θ,, определенных равенства­
ми (2.1), индуцирует преобразование форм ωjι

b∙ = ω) + T}tfcωfc. (2.11)
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Дифференцируя систему уравнений (2.11), получим:

*_.*,*_. 1 - ♦_. 
Dωtj — toj Λto,k= % Zjki tok Л ωj + Θfc Л ωjjt, (2.12)

где *
И

(2.13)

(2.14)

ω⅛ = ω⅛ + T⅛.,ω',

Из системы дифференциальных уравнений (2.2), (2.4), (2.7) следует, что 
каждая из систем

(2.15)

-образует дифференциально-геометрический объект. Дифференциально-геоме­
трический объект (Γ¾, Т'tk, 'T{zjt), согласно терминологии [5], называется 
объектом индуцированной линейной вертикальной связности второго порядка 
пространства Wn. Формы этой связности записаны уравнениями (2.1), (2.11), 
(2.13). (Z⅛, Zlja) образует дифференциально-геометрический объект, который 

-будем называть первым объектом кривизны линейной индуцированной верти­
кальной связности второго порядка.

Пользуясь уравнениями (2.7), найдем, что свернутый объект удовлетво­
ряет следующим уравнениям:

JT'∙k — T{7tk toj — Tįtltolk + 'Γlj ktoI-Θjk≡0(mod ω', Θ,). (2.16)

Объект (Γj,, T]fjfc, 'Tiijtk) будет объектом усеченной вертикальной центро-про­
ективной связности, но полученный при продолжении объекта линейной диф­
ференциально-геометрической связности Г). Можно и самостоятельно опреде­
лить вертикальную центро-проективную связность и получить определяющий 
ее объект, т.е. полный объект вертикальной центро-проективной связности, 
и как его подобъект — объект усеченной центро-проективной связности.

Так как формы ω', Θ' ωj, ¾ определяют вертикальную расслоенную 
дифференциальную структуру, то и формы ωf, Θ*, ω}, ωy∙ (где ωk = ⅛) 
тоже определяют расслоенную дифференциальную структуру. Первые инте­
гралы системы дифференциальных уравнений ω' = 0, Θ' = 0, ω' = 0, ωy = 0 
определяют главное расслоенное пространство P(Wπ, PυL0), где база - про­
странство центральных пункторов Wπ, а слои изоморфны вертикальной цен­
тро-проективной группе PvLq. Инвариантные формы этой группы ωj, ω7∙ удов­
летворяют системе внешних дифференциальных уравнений

Dtoij = toj л toik,

Dtoj = toj Л tok. (2.17)

С каждой точкой пространства P(FFn, ЛЛо) связываются два линейных 
пространства: касательное пространство Tn и дуальное касательное простран-
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ство T⅛. Инфинитезимальные преобразования векторов репера {ej∙en+l∙ej, е’} пространства Tn имеют видδ ei = ω{c ek + Θfc en+k + Θ⅞ + % еЛ,δen+t = ω{ceπ+k + ω⅞ei,8 е) = ωkj ek — ωk e7 + ω7- e',8 ez = — ωj∙ ej, (2∙ 1а произвольного корепера {e'∖ ел+/, е/, ei} пространства T⅛ - вид:8e, = — ω7'ey,δez,+' = -Θ}e'-ωje"4δ е< = - ΘJk e4 -⅛e∙*i- Žįef + ⅛* eį,
8ej=- Θjk ek + ω7t ek - ωt eį. <2∙ 19>'(Все формы со знаком „о“ над ними значит взяты при ω,^ = 0, Θ, = 0). Если 

Т$ касательное дуальное векторное пространство пространства P(∏zn, PoL0), подвижной корепер которого составлен из форм ω,', Θ,∖ ωj, ω7-, то оснащениепространства T⅛ определяется следующим образом:ω} = ω,j + Γ]k ωk + C}k Θfc,
ωj = ωj + Γjk ωk + Čjk Θfc, (2.20)причем t∕Γyk — Г,jl ωlk — Γ∕k ωy∙ + ΓJk ω, + Γk ωj7 — Θ'-k ≡ 0 (mod ω', Θ'), (2.21)
dC,jk- Čjį ωk- Cllk ω7∙ + Cljk ω}- ωJk≡0 (mod ω', Θj), (2.22)JΓjk — Γ,7 ωlk — r/fc ωy∙ + ΓJk ωl — Θjk ≡ 0 (mod ω', 0')» (2.23)
dCjk - Cjι ω,k - Clk ωlj + ⅛ ω, ≡ 0 (mod ω', Θ'). (2.24)Объект (ΓJ, ΓJk, (⅞, Γ∫k", Cjk) будет полным объектом вертикальной центро- -проективной связности, а его подобъект (ΓJ, ΓJk, Γy∙k) — усеченным объектом вертикальной центро-проективной связности. Так как индуцированный объект линейной дифференциально-геометрической связности (Γj, Tjt k, Tįt k) удо* влетворяет такие же внешние дифференциальные уравнения, как и объект (П. ΓJk, Γ,-k), то правильно его назвали объектом вертикальной усеченной центро-проективной связности.

§ 3. Горизонтальная центро-проективная связностьС пространством центральных пункторов Wn связывается горизонтальная расслоенная дифференциальная структура, определенная формами ω', Θf, ωj, ωj∙. Первые интегралы системы дифференциальных уравнений ω, = 0, Θ, = 0. ω} = 0, ω7∙ = 0 являются локальными координатами точки главного расслоенного пространства P(∏zπ, PλΛ)), гДе база - пространство центральных пункторов.
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Wn, а слои изоморфны горизонтальной центро-проективной группе PhLfi. Ин­
вариантные формы этой группы ωj, ωz удовлетворяют системе внешних диф­
ференциальных уравнений:

Z>ωJ = ω* Л ωk,

Z>ωj∙ = ω7c Л ω⅛. (3.1)

С каждым элементом главного расслоенного пространства P(Wn, PhL0) свя­
зываются два линейных пространства: касательное векторное пространство- 
Т„ и дуальное касательное векторное пространство T⅛, где _У=Зи + л2. Ин­
финитезимальные преобразования векторов репера {εi, εn+i, εj∙, ε'} про­
странства Tn имеют вид:

δεi = ω{c εk + ⅛ επ+k + ω⅞- εjk + ωij∙ ε',

δεπ+i = ωfεn+fe,

δεj = ωjc εi - ⅛ ε} + ωj εi,

8εi = -ωijεJ, (3.2)-

а произвольного корепера {ε', εn+', εj, εi} пространства Т$:

8εi = — ωlj εj,

8επ+i = - Qij εj — ωji εn +Л

δε'----- ωj⅛ε4 - <¾ε}+ ω^⅛

δεi = - ωij εj — ωj εji + ωji εj. (3.3)

Если векторы дуального касательного пространства T⅛ представляют формы 
ωi, 0', ωj, ωj∙, то связность можно определить следующим образом:

ω} = ωlj + Γ-k ωk + Cjk 0Л,

⅛ = ωj + Γjk ωfc + Cjk Θfc. (3.4)

Так как

Dω,j — Λω,k = [dГijk -Vljlωk- Γ⅛ ωj + Гljk ω} — ω⅛ — Cijl0į, ωfc] +

+ [^¾r-Q∕⅛-C∕fcωJ÷¾ω∕, Θfc]-
- Г * Γ', ω' Л ωP - (Γy⅛ Cikp - C⅛ ∏,) ω' Л 0' - C}l Cikp & Л 0', (3.5)

Dωj - ωk Л ωk = p7Γj-k - Г;/ coį - Γ,k ωlj + Γjk ωz - ωjk - Cjl Θ'k, ωk] +

+ [^jk — Q, ⅛lk — С Ik ω} + ⅛ ωP θfc] “

- Γk Γkp ω,Λωp- (Γk Ckp - C⅛ Гк/) ω' л 0' - Ckp & Л 0', (3.6)

то дифференциальные уравнения поля дифференциально геометрических объ­
ектов, которые определяют связность (3.4), имеют вид:

JΓjk — Г,jl ωk — Γtlk ωj + Γ'k ωj — ω}k — CJ7 0į = T'll jk ωl + T{jk 0,, (3.7)

t7CJk — С], ωlk-C,∣k ωj + Cjk ω,l = Ciitjk ωl + 'Ciljk 0z, (3.8)

JΓzk-Γz∕ ωlk- Γ7k ωy∙ + Γ∕k ωl — ωjk - Cj[Qlk = Γιtjk ωz+T∣jkΘl, (3.9)

dCjk - Cjl ωlk - Clk ω]+Cjk ωl=cltjk <*l + 'Cljk 0' (3.10).
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Связность, определенную уравнениями (3.4), будем называть горизонтальной центро-проективной связностью, а объект (Гул, ¾, Гд, C,∙k) — полным объ­ектом горизонтальной центро-проективной связности.Продолжения системы дифференциальных уравнений (3.8) имеют вид:
dCl, j к ~ Ср, jk f^p ~~ C'l, рк ωj ~ С∣tjp ω%~∣~ С£ ул toj, —
- C]p θpkl- Cipk ωf, + c⅛ ω' l - ∙Cipι jk Θf ≡ 0 (mod ω'∖ Θ'), (3.11)
,C,lt jk — 'Cip, jk ω*i — 'C'l, pk ωy — 'C,l, jp ωk + Cį jk ωlp —

-C}p⅛pkl≡Q(moδ<^ Θ'j. (3.12)Из (3.7) — (3.10) следует, что полный объект горизонтальной центро-проек­тивной связности имеет следующие подобъекты: Cijk — проективно-релятив­ный тензор [9], (⅛, Qfc), (Гд, Сул), (Гул, Γyfc, Cyfc). Из компонент проек­тивно-релятивного тензора Cijk и опорных пункторов wy, ик нетрудно построить величины
Ci = Cijkuj ик, (3.13)которые в пространстве Wn определяют векторное поле, причем
dCi + C> ωj = Су ω> + ,Cij Θ', (3.14)где
c∫=cj,wm*u', (3.15)
,Cj = 'CJ, u uk √+ Clkl uk + C,jk uk. (3.16)Если на пространстве центральных пуйкторов Wn задано поле дифферен­циально-геометрического объекта (A}, Bį):

Aj = Cį. ktuku' + Ct Γ'kf, (3.17)
Bį = 'C}' k,uku, + Clki ut + Cijk uk + Ck Ciki (3.18)со следующей структурой:
dAį - Aik ωk + Aį <Ą -Bik Qį = Aikt j ωk + 'Aik, j Θ*, (3.19)
dBj -Bik ω} + Bį ωik = Bik, j ωk + % j Θ*, (3.20)то аналитическим образом можно найти такие тензорные формыψi = Λjω' + BjΘ'. (3.21)Если det || Bį || ≠ 0, то систему дифференциальных уравнений (3.21) можно разрешить относительно 0':Θ'=BJψy-∕ijωΛ (3.22)где
BjB>k=⅛. B'kBj = S'k, (3.23)

Aj=BkAk. (3.24)Дифференцируя одну из систем (3.23), получим:
dBį-B'kω} + B*ω,k =Bį, jωk+'Blk,jΘk, (3.25)

а из (3.22) —
dAį — Aik &į + Aį ωik-Qij≈Akj ωk + ,AiktjWc, (3.26)
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Подставляя (3.22) в (3.4), получим:

ω} = ωj + ¾ ω* + ⅛ ψfc,

ωj = ωj + Γjkωk + Cjk⅛k, (3.27)
где

⅛ = I¾-Q4, (3.28)

<⅜ = <¾⅛, (3.29)

ГЛ=ГЛ-СЛЛ1 (3.30)

cjk=cjlBlk. (3.31)

Объект (⅛ C'k, Γyjt, Cjk), определенный дифференциальными уравнениями:

JΓ⅛ — f 'ljl ωlk — f Jjk ω7- + Г lj k ωj — ωjfc = Γj jk ωl + Tį jk Θz, (3.32)

dCiik - Cijl ωlk - Cilk ω} + Čįk ωj = Ciljk ω'+ tCilt jk Θ', (3.33)

rZ fyfc - f;/ coį - f lk ωlj + fįk ωl - ωjk = Γljkωl+T ∣t jk &, (3.34)

t∕Qfc — Čji <Ą. — Cιk ωj + Cjk ωl = Čtt jk ωl + ,Cit jk &, (3.35)

имеет следующие подобъекты:
(⅛, Γ7∙fc) — объект центро-проективной связности,
(ΓJjt) — объект аффинной связности,
(Cjk)- тензор,
(f⅛, ⅞), (C,jk, Cjk) — тоже самостоятельные объекты.
Связность, определенную уравнениями (3.22), (3.27), будем называть двой­

ной связностью. Формы ω', ψ', ωij связаны следующими уравнениями:

Dωi — ω7 Л ω,j = R,jk ωj л ωk — C,jk ωj л ψfc, (3.36)

Z>ψ' — ψy Л ωj∙ = у K,jk ωj л ωfe + Pjk ωj Л ψfc + S,jk ψ7 Л ψfc, (3.37)

Dω,j -ω∙c л ⅛= Kljιp ωl л ωp+P,j∣p ωl л ψp + Sljlp ψz Л ψp, (3.38)
ГД

∙¾ = ⅛7∙p (3.39)

Kijk=BilA[jtky-BillAlpt {kÄpn, (3.40)

Pijk = Γikj-BiBl. k+Bil 'Blp, k A<-Bil'AlpjBpkt (3.41)

¾ = ⅛∙j+Bi⅛ly∙¾, (3.42)

Ktjιp = ∏∕ ]j i pi 'Γ,kj lp Aįi + Γ*1, f' k i π + Cljk Kfp, (3.43)

⅛=⅛p-‰4+⅞h∕-<‰r⅞-

- Cjk tkpl - 'ΓikjlBkp + CijkPfp, (3.44)

Sjip = 'Clkt j [PBjį + Ctjk ČįPi -CjkllC{klpj + Cjk Skp. (3.45)

6. Lietuvos matematikos rinkinys, XI 4
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Дифференцируя (3.25), (3.26), получим:

dBijtk-Blιt ktolj-Bljt i ωlk+B1j k ωil—Bį toljk + Blk Θjj — 'B} k Θ}≡

≡0(modωi, Θi),

d '∙Bj, k ~ 'Bt∣, kωj~~ 'Bj, i ωk ÷ 'B}, k⅛iι+Bk (ιi,∣j ≡ O (mod ω', Θ')>

t/Лjt k-A,l k ωj — Ajt j ωk +Alj,k ω,l — Ω,lkj — All tolkj +

+ 4Θ⅛- z4fcΘJ≡0(mod ω', 09,

dk~ 4 k ωj~ i ω⅛÷ /y^J, k ω∕— 0y⅛ ÷ Alk <λij≡ O (mod ω'r Θ'), (3.49} 

a (3.22), (3.23) -

Jk — fį, Jk ωZ ~ Ą pk ωJ — Γ⅞ Jp topk + f J jk ωj,-

- ⅛ ωjpι - ¾ ω‰ + ¾ ωP∕ - ωJki - 'fy,jk Θj∕ ≡ θ (mod ω*, Θ') (3.50)

+ 09, (3.51)

Q, jk - Cip, Jk <*pl - C'l, pk — Ą jp ωk +Cp,jk top — Cpk tofi —

- čįp topkl+ CJk toipl-tcyjk 0? ≡ 0 (mod to*, 09, (3.52)

dfCiljk - fCipjktopl-∙Ciltpk toį - tCilf jp <o£ + 'C⅛,fc toj, ≡ 0 (mod ω', 09. (3.53)

Пользуясь (3.20), I(3.25), F(3.26), (3.32) — (3.34) и (3.46) — (3.53), нетрудно 
проверить, что объекты кручения R}k, Cįk являются тензорами, K,jlp, Pijlp, 
Sijlp — первым, вторым и третьим картановыми тензорами кривизны-и Kijk, Pijkγ 
Sjk — первым, вторым и третьим картановыми тензорами дополнительной 
кривизны.

§ 4. Инвариантные производные и тождества Риччи

Пусть дано пункторное поле Ti(x, и) на пространстве центральных пун-

(3.46)

(3.47)

кторов Wn:

dTl + T1 ωij - Г T> ωj = Tlj a>+,Ti1Q>. (4.1)

При продолжении системы (4.1) получим:

dTij - Tik toį + Tį toik + <∂ij - 'Tj 0J ≡ 0 (mod ω', 09, (4.2>

d ,Tij - ,Tik tof + ,Tf ⅛ ≡ 0 (mod ω', 09. (4.3)

Заменим формы ωj, ωj∙, 07 в системе уравнений (4.1) формами двойной 
связности ωj, ωj, ψ7 по (3.22), (3.27), и получим:

ST'≡dTl + T' ω'j--jJ-r Г'Γf<5; = vj∙Ti∙ω> + v∕ Г'∙ψΛ (4.4)
где

VlTl = T)-'TllA} + T*Γlv--±γ Γ'Γ*fw, , j (4.5)

v*T' = 'n^ + Γi⅛--5uτT<ncw. l ;• . (4.6)
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Величины Vj∙T∖ η*Ti будем называть неголономными инвариантными про­изводными пунктора, соответственно, первого и второго рода. Нетрудно проверить, используя уравнения (3.25), (3.26), (3.32) - (3.35) и (4.2), (4.3), что v7∙T' и ^.Ti удовлетворяют следующим дифференциальным уравне­ниям:
> d('UjTi)-'UιTi ωJ+vyTzωj≡0(modω', Θ,')> (4.7)

d(vf Т‘) - v↑ Ti ωj+у* Tl ω∣≡ 0 (mod ω*, Θ'). (4.8/Так как (fjjt, C⅛) является подобъектом объекта (ΓJk, C⅛, Г/л» ⅛), то имея упомянутый объект, при помощи которого определяем инвариантный дифференциал пункторного поля, всегда имеем и его подобъект, при помо­щи которого определяем инвариантный дифференциал векторного поляδξ*≡<∕ξ* + ξ>.ωJ = vj^G√ + v7*ξ'ψ< .i. , (4.9)Инвариантными производными векторного поля ξi(x, и) первого и второго рода будут величины:vyς'=ξj--ξi^+ς*ri,, (4.10)vy*ξ'='ξi^+ξ*¾. (4.11)Продолжив систему дифференциальных уравнений (4.9), получим:rfς!-ξ^ωf + ξ∫ωi + ξ*ω⅛-'ξjiΘy*≡0(modω', &), (4.12)rf'E⅛-¾ω∫ + ‰*∙ωi≡0(modω', Θi). (4.13)Инвариантные производные можно таким же образом записать не только для одноиндексного тензора (вектора), но и для тензоров с любым числом индексов. Используя это, уравнение (3.44) можно записать в виде:
Pinp = V/ ⅛ - ,VikjιBkp + ⅛n. (3.44) Будем говорить, что пунктор вдоль кривой на Wn переносится параллельно с помощью двойной связности, если вдоль этой кривой равны нулю его первая и вторая инвариантные производные. Вектор ξ* вдоль кривой на Wn переносится [параллельно с помощью аффинной .связности, если вдоль этой кривой равны нулю первая и вторая инвариантные производные вектора.Чтобы получить тождества Риччи'для векторного поля, дифференцируемравенства (4.10), (4.11):
d (V/ ⅛') - V» ξ' ∙ + Vj ξt ∙ ω⅛ = (V> ξi)∕ +' (V> ξ¾ Θ,. (4∙ 14)
d (v; ξi) - v * ξ, ∙ <->f+v; e <4=(v; +-(?; ξ,)< &. (4.15)Если в уравнениях (4.14), (4.15) формы ωj, Θj заменить формами ωj и ψy, то получим:^(Vjξ')-Vkξ'∙*Jt + Vjξfc∙⅛ = V∕V>⅛'ω' + Vz*Vyξ'', Ψ', (4.16)'∕(V*ξ')-V*ξ'∙ω*+V*ξ't∙¾ = V∕V7*ξ'ω'+v∕iV*ξ'∙ψ'>. (417)где V∕V√ζz> V∕*Vyξz> V∕V*ξ*, V* V* ξ'т βτ°Pbie неголономные инвариантные производные векторного поля ξ,(xtu).- л

в*
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Продолжение системы дифференциальных уравнений 

Jξf + ξ' ωj = v7 ξ,' ∙ ω' + у/ ξ,' ∙ ψ',

при использовании (3.36) - (3.38), приводит к уравнениям:

d (V; ξ') - V* 5' • + VΛt ■ ⅛ = U,jl ω'+' U'jl ψ', (4.18)

rf(v7ξ')-vfξ'∙ay* + v>*ξ*∙⅛= ∏zω'+'∏zψ', (4.19)
где

U[m = į ξ* K>kli - Vt ξ' ∙ 4 - 4 V* ?' • J⅛. (4.20)

’ H;zi=y ζt%√-2 V*ζ'∙∙S∕y> (4∙21)

И/ -' Uiil = t,k ■ Pikv+ у» ξ' • čį - y? ξ'. Pį. (4.22)

Так как левые части уравнений (4.16), (4.17) и (4.18), (4.19) одинако­
вые, то

¾=VzVΛ. 'Π∕=Vz*V*ξ'. '¾ = Vz*V>ξ'∙ ⅛=VzV*ξ'.
и соотношения (4.20) — (4.22) являются обобщенными тождествами Риччи 
для вторых инвариантных неголономных производных вектора ξ,'. Эти тож­
дества имеют вид:

1) первая группа

jRj⅛, σkij∙ Qiku - тензоры, а Rfj, σfj, Qį - проективно-релятивные тензоры.

2 VU V; 1 ⅛,' = ⅛k ∙ ¾ - 2vk ξ' ∙ Λj - V * ξi • (4.23)

2) вторая группа

2Vι* V/* ξ' = ∙ Sik∣i - у? ξ' • Sį; (4.24)

3) третья группа

Vz V* ξ'- V/* V;⅛i = 5‘∙Plkij + Vkll- Čį- ΔJ ξi• Pį. (4.25)

Уравнения (4.23) - (4.25) можно переписать в другом виде, 
них значение второй инвариантной производной из (4.12)

подставляя в

2Vtz Vjl ξi = £* ∙ Rkij - 2Vt ξi ■ Rį - '¾ • Rį, (4∙26)

2vffvΛξi=ξt∙<¾-'¾∙⅛∙ (4.27)

Vz V* 5' - Vz* Vz Si = ⅛t ∙ Qlkit + V k ξ' Čį - 'Hį • Qį, (4.28)
где

P'kli = K'klJ ~ Č'kp Kį, (4.29)

σ'kli = S⅛ — C1kp Sį, (4.30)

Q'kU — Pkl) ~ ^'kpPξ, (4.31)

Rį=BįKį, (4.32)

(4.33)

Oį-BįPį. (4.34)
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§ 5. Тождества Бианки

Тождества, которые являются аналогами тождеств Бианки, мы получим, 
дифференцируя внешним образом уравнения (3.36) — (3.38). Они имеют вид:

Z>Ω' + Ω> Λ ωj - ω> Λ Ω' = 0, (5.1)

DΛi + Λ-, л ω} — ψ7 Л Ωj = 0, (5.2)

DΩij + Ω} л ⅛ - ω∕ Л = 0, (5.3)

Ω' = Rjk ωj Л ωfc — ∂,jk ωj Л ψfc, (5.4)

Ai = Kijk ω' Л ωk + Pljk ωj Л ψfc + у S,jk ψ' Л ψ*, (5.5)

ΩJ = ^ Kijlp ωl Л ωp + Ptjlp ωl Л + Sijlp ψ' Л ψp. (5.6)

Подставляя в (5.1) выражения форм Ω, из (5.4), ΩJ из (5.6) и ω} из (3.27), 
выполнив вычисления и разложив полученный результат по независимым 
внешним кубическим формам ωj Λωl д ωp, ωj л ωl л ψ*,, ωy л ψz л ψ*, и прирав­
нивая нулю коэффициенты при этих формах, получим следующие соотно­
шения:

Vrj∙ -¾,] + 2R,k [р R}1} — 2 K,ljw + g C,[j l k i κ∣cp i = θ> (5.7)

V* Rjl- vb∙ C⅛p + 2ä[ ,l k, Cfj p - Cikp R}l -Piljnp + Cilj, k , Pf}p = 0, (5.8)

V(*⅛∣p]+^⅛[p⅛'∕]-2 ¾p÷2^ ⅛¾ = θ∙ (5∙θ)

Подставляя в тождество (5.7) вместо Kj∣p его выражение через Rijlp, по-

R[j∣p] + 2 (V b 7‰j + %R,k [р Rjl]) = θ • (5.10)

Если Rijk, то тождество (5.10) получит вид:

^[7∕p] = θ∙ (5-И)

Выполнив аналогичные вычисления из (5.2), получим:

⅛ vuK'lpj+Klll∣iRξlt-i P[ilklK∣pi = 0, (5.12)

у V* Kjι + VljP∣ip + K'ti∙ k C∣,ip + P'kpRj∣-Py tlP,V +

+ SlkpKfl~ Kipji = 0, (5.13)

VfΛ.zι+J Vj¾ + 5'∣z,*,^1,-4 PlkkSfp +

+P[i ∖j p]~P'k[p C↑j l∕] = 0, (5.14)

Vb S,ip] ~ 2 S'u∣p] + ^2 1 k i ⅜ = θ. (5.15)



С. П. Жяу&ене

Из (5.3) следуют тождества: (5∙16)2 V[∕^'√∣Λ5] + ^∙[∕∣p yPpsk∖~ % plJ{i∖p^ = (5.16)
2 V J ^Jlp V(∕ p'j • ÄJ 5 ÷ KJ I/1 p I s ^b Pjps R?k ~~
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CENTRINIŲ PUNKTORIŲ ERDVĖS SĄRYŠIAI

S. Žiaukienė

{Reziume)

Šiame straipsnyje yra nagrinėjama G. Laptevo metodu centrinių punktorių erdvės struk­
tūra, tiesiniai sąryšiai, horizontalūs centro-projektyviniai ir kiti sąryšiai. Straipsnyje duodamos 
nvariantinio diferencijavimo operacijos, Ričči ir Bianki tapatybės.

ON POSITIONAL CONNECTIONS OF CENTRAL PUNCTORS SPACE

S. Žiaukienė

{Summary)

The article is written by means of the method of G. Laptev. The structure of Central Punctors 
space, linear connections, horizontal center-projective and other connections are considered in it. 
The article gives costruction of invariant differentiation apparatus, Ricci and Bianchy identities.


