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УДК 519.21

О ЛОКАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ И АСИМПТОТИЧЕСКИХ 
РАЗЛОЖЕНИЯХ В МНОГОМЕРНОМ СЛУЧАЕР. Лапинскас

1. Обозначения. Пусть x = (x1, ..., xk), y = (yi, • • ∙ ,y∣t)> τ∙e∙ x,y∈-K*∙ Все алгебраические операции с ними в дальнейшем будем выполнять покомпонентно, например, x∙y=⅛*............ x^' w^(⅜..............i⅛) 
и т.д. Пусть, далее, ∣x∣ = ]∕,xf+ ...+j⅛-норма вектора х, (х,у) — скаляр­ное произведение, Λ√(t)~Λ(0, Fj(x), р, (х)-[характеристическая [функция, функция распределения и [плотность ‘случайной величины (сл. в.) ¾j∙∈jRfc, 7=1, п. Fj(x) и pj(x) будет обозначать функцию распределения и плотность симметризованной сл. в. ξj-.Рассмотрим последовательность сл. в.⅛ = (⅛ι,....ξ^ 7=1,2,... (1.0)с М ξ7 = (М ξj∙1,..., М ξyk) ≡ 0, 7=1,2,... и о? = MI ⅛ |2. В дальнейшем . вез­де будем предполагать, что сл. в. ⅛, 7= 1,2, ..., имеют плотности pj(x). Положим

s„ = 2 L. zn=2 ⅛ ,
∕n=l m=lгде

В* = (М ¾1, . .., М ¾k) -«, ..., Ои B„ = M|S„į2. Ковариационную матрицу сл. в. Sn(Zn) будем обозначать Ал (Λn), ее собственные числа —λ = (λ1, .. . ,λk) (λ = (λ1, ... λk)j, а квадратичную форму, соответствующую матрице Λn(Λπ), через Qn (t) = M.(Sn, t) (βn(t) = 
= M(Z,, t)«).Через 9‰ = {∆mi, Cmi, i=l,2, ...} обозначим совокупность непересекаю- щихся кубов с гранями длины ∖mi≈(lmi,ι> ■. . ,∕mi.k) и положительных констант Cmι∙≤ 00 > т= 1,2, ...Положим

00α(‰ N) = ∑
ι = l∙'

- . gm<
∙^Γ^n‰+2WC⅛< . <1∙1>
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где Λr>0, а Λmi = ∣lml∣,
Qm∣= f min(pm(x), Cm∣)dχ ∙, (1.2)

А/

Л4(ΛΓ)= inf β⅛- ∑ f (χ,t)spmW<f*- (1-3)
lt' 1 П m=l∣χ∣<NЕсли сл. в. ξy, 7=1,« имеют конечные моменты M∣ξ7∣s, 1y≥3, то сущест­вуют „дроби Ляпунова“

л

Lsn = ∑hj, (1.4)
7=1

ГДе βry = M(⅛Λ-i¾)2^ , (1.5)и г-тый семиинвариант сл. в. (Sn, t) Γs{(Sn, t)}. Наконец, положим ßjr)(t) = = Ml(ξy, t)∣r, r≤s, а символом Θ. будем обозначать величину (не всегда одну и ту же), меньшую по абсолютной величине некоторого числа, завися­щего лишь от указанных параметров.
2. Краткий обзор известных результатовПоговорим сначала о локальной теореме в одномерном случае. Если сл. в. распределены одинаково, то здесь получены окончательные результаты (см., напр., [3], гл. IV). В случае неодинаково распределенных слагаемых следует отметить работы В. В. Петрова ([4], [5]), где для справедливости локальной теоремы требуется

л

В„ f ∏ ∣Λt(∕)∣A→0 (n→∞).
I t∣>N~l Ä= 1Эффективизацией этого условия занимались многие, но по сей день луч­шие результаты принадлежат В. А. Статулявичусу [1].В многомерном случае локальная теорема для одинаково распределенных сл. в. доказывается аналогично одномерному случаю. В случае неодинаково распределенных сл. в. нам известна лишь одна теорема [12], доказанная при условии Cj Ą ≤ М, j = 1,2, ..., гдеCj∙ = sup pj(x).

xЦелью данной работы было обобщить результаты В. А. Статулявичуса [1] для многомерного случая. К сожалению, достичь той же полноты нам не удалось.В работе также получена равномерная оценка остаточного члена в асимп­тотическом разложении плотности суммы (ср. случай одинаково распреде­ленных слагаемых из [6] и случай Cjσ{c≤Λf из [11]).
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3. Основные леммы

Лемма 1 (ср. [1]). Пусть §-сл. в., имеющая плотностьp⅛. Тогда для лю­
бого набора 2R = {Δi, Cf, i= 1, 2, ...} и при любом teRk имеет место не­
равенство!Λ(t)l≤exp I 3- 2 [∕tf-ι tfy∣∕l + 2π)]aC2 } ’ (3,1)

j= 1 j j

где ∕⅛=∣Ij∣.Доказательство. Воспользуемся неравенством l∕ξ(2πt)∣≤l-j ( l-∣A(2πt)p)≤ ≤exp ∣~4 (1 -∣Λ(2πt)l2)}≤exp {-Z(t)}, где ∕(t)= [ sin2 (πt, x)^ξ(x) с/х. (3.2)
RkТак как; sin π (х, у) | > 2 < (х, у) > ,где <α> -расстояние числа a до ближайшего целого числа, тоZ(t)>4 į ∕δ. (t),

7=1причем
⅛,(t)=f <(x, t)>2 ¾∙(x) rfx =

λ7= f <(x + x0, t)>2 ¾(x + x0) </х.
∆y- Х0Здесь точка x0(x0∈Δ7-) принадлежит какой-нибудь гиперплоскости (t, x) = m, пересекающей ∆j∙, а( min {Cj, p⅞(x)}, x∈∆j∙¾w=∣ 0, x∈∆,.Повернем теперь координатную систему таким образом, чтобы направле­ние вектора t совпало с определенной координатной осью, например, ei. По­лучаем ∕∆y(t)= 2 lt∣2 Г dxl ... dx,.1dxl+1 ... dxk×

sj

х f x?9j (x+1ψτ) dxi½

!- I 1x> 1 < 2 111>∣t∣2 Λ*-'(Λylt∣+l) Cj f xjdxi.

∖χi∖½d

7. Lietuvos matematikos rinkinys, XI 4
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Здесь мы сначала вокруг ∆j описали прямоугольный параллелепипед с ребрами, параллельными новым координатным осям. Понятно, что самое длинное его ребро не больше диагонали Δ7. Описанный параллелепипед до­полняем до куба с ребрами длины Rj. Если, при этом, область интегриро­вания вокруг каждой точки *i=yψ∣ уменьшить до Į - d, γ^-+tz] , где 
d— из условия 2dRk~l (Rj ∣t∣ + 1) Cj = Qj, то Z∆y(t) тоже лишь уменьшится. Нетрудно подсчитать, что∣tla12¼.(t)>

⅞3[Я‘-1 (Ki 11∣+ I)]8 С2 •Отсюда и следует утверждение леммы.
Следствие (ср. [1], [6]). Если p⅛(x)≤C≤oo, а ковариационная матрица 

V⅛ — невырождена, то для всех teRk∣,Λ(t)!≤exp { 9θ (4Л)д:_1(52)Л-1(уЛ σξ∣t∣+πj≡c≡ } ,
Доказательство. Так какf p(x)rfx≤-^-,

х rj^l x'> r«то, при r2 = 4k,

Q= f p(x) dx>⅛ .

х rj^, x'<4ΛИзвестно, что если невырожденная квадратичная форма х V х' имеет собственные значения λ1, ..., λk, то квадратичная формаX V-1 х' .............i
λι λ⅛(см. [10], 356 стр.). При помощи ортогонального преобразования приведем квадратичную форму х V~1 х' к диагональному виду

За Δ возьмем описанный вокруг данного эллипсоида прямоугольный паралле­лепипед. Нетрудно удостовериться, что его диагональ R равна2 ]∕fc(λ1+ ... +λt)2 .Положим 5R = {Δ, С} и, используя равенство∑ λi=∑<⅛ = 0∣.
/= 1 /= 1получаем утверждение следствия. ____Лемма 2 (Ср. [2], [7]-[8]). Если сл. в. ξm, m=l,n, имеют конечные мо­

менты М ∣ξm∣s, s≥3, то, в области
________ 2- (3.4}

H∙ = {f Qn(t)≤Lsn 3<8-2>}
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имеет место асимптотическое разложение

И
л—3

1 + Σ βjn('t)+
у-1

» 3⅛-2>∖ - \+ ©..»( l<2,,(t)]2+[0n(t)] 2 I г"), где
v/!

’ 1 — ” Γv,{(Zn, ∕t)}
Q»n G't) = ∑ ∑ ∏",= 1 v> vm≡≡=3 ,= 1vl+. ..+vzn = v + 2mДоказательство. Известно [8], что в области

ι^∙wV"⅞l,, ) ',i
Н=

(3.5)
(3.6)

имеет место оценка 7=1, п.Это неравенство тем более будет верно в более узкой области Я* и в той же области получаем
_ j — iIn fzn (t)---------+ ∑ Γm {(Zn, i t)} +

m=3

+÷ Σ ⅛M¾⅛)∙
√∙=1Здесь ΔJ> In ∕(t) получается из дифференциала d5 In /(t), при замене 

dtlt .. .,dtk соответственно на w1,..., wk. Воспользовавшись неравенством[7] ∣ΔW ln∕ξ(t)∣≤ (5-1)! 2j~1 MI(ξ,w)H∣∕ξ(t) Is (3.7)в области Я* получаем оценку
∑∣Δ!*lbΛ(Θ>⅛)∣ = Θ,∑β>ω(⅛)∙

у = 1 ;=1В дальнейшем будем пользоваться методом мажорирования рядов Г. Кра­мера. Введем L onω
V (z) = In (f į (t z) e 2 ) =
= Σ ⅛⅛2.-,+e, ∑β∕>(⅛)∣z^,

m=3 y=l

7*
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т —β<"'>(t)≤[β<s>(t)]~ [βW(t)p-√ (см. [7])и β∕, (^)≤[β.(t)P ßsj (ср- [9], стр. 103)в области Н* получаем Σ

7=1

= Θs, į ⅛[β∏(t)]^(∑β√1-2

×Σ ⅛ ⅛'2 z∣.
m = 0В дальнейшем, действуя совершенно аналогично [2], получаем, что 

s— 1I Λ..,,,.t (Z) I = Ie^-( 1 + ∑ е„„ (it) z"~i) I =
m = 3

s 3(j-2)<l∣-r2 ([e.(t)]2+[β.(t)j 2 )ь„.а отсюда, при z=l, получаем утверждение леммы.
4. Локальная предельная теорема (л. пр. т.)Через Nm,и (•) будем обозначать Ar-мерныц нормальный закон распреде­ления с вектором математических ожиданий М и матрицей ковариации К, а под словами ,.имеет место центральная предельная теорема (ц. пр. т.)“ будем понимать, что

Pz,(Λ)→No.e(Λ), (4.1) где Л —любое борелевское множество, a Q — невырождена.
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Теорема 1. Пусть для последовательности (1.0) имеет место ц. пр. т., 
существуют плотности pm(x), m=∖tn, причем pπ.≤Cπ.<∞, ∖≤nj≤n, √=1, 2, и пусть для каждой сл. в. ∣m, т= 1, п существует такой набор 
9ftm и такой набор nj, 7=1, 2, что

∏ Bn,j(Cn,Caf ехр į ада„, 2V.)[→0 (4.2)
√=1 l m=I

для каких-нибудь Nn>0, удовлетворяющих условию∖∖mln(Nn}>Q. (4.3);
n→oo

Тогда имеет место л. пр. т.*>Доказательство. Так как, при w≥Λ2∕zπ(t) абсолютно интегрируема, то, по формуле обращения, при n≥n2sup i∕>zn(x)-<p(x) I ≤ -(2⅛*^ (11 + It + Ia + It).Здесьφ(x)---------—Т exP {-∣ (*β^lχ')}- (4-4)(2π)*iβ∣≡плотность предельного нормального закона,
Il= f '.fzn(t)-h(t)∣dt.

А*

I2= f ∣A(t)∣t∕t,
^Ап

h= f l∕zπ(t)∣Jt,
β*∖A*

h= f l∕z,(t)√*.
Rk∖B*

a
A(t) = exp (tβt') Į.Определив
Al = {f. l∕O<^}∙ Λn∈Λ1,

∙e-{.=⅛<⅛∣.оценим все интегралы по порядку.
♦) Теорема остается верной и в том случае, когда существуют не все плотности рт — надо лишь считать соответствующее слагаемое суммы в экспоненте равным нулю. То же примечание верно и для теоремы 2.



824 P. Лапинскас

Согласно ц. пр. т., на любом компакте H3Λfc∕zπ(t) равномерно стремится к A (t), поэтому можно подобрать достаточно медленно возрастающую по­следовательность чисел А„ таких, что ∕1→0.Используя равенствоlim tΛnf=t0t' (4.5)■и то, что с помощью ортогонального преобразования данную квадратичную 
kформу можно привести к виду qmt2m, где q1, ....^ — собственные значе- 

т=1ния матрицы 0, получаем4≤ f “P {-∣ ∑ 0m⅛pt =I ]∕χtι>∕in+0(i) m=1= f exp{-∣X⅛}<∕t-------- i-^----------- >0.∣β,2 ltι>Λn+o(l) m=l i β ∣2(Λ,, + O(1))Так как (аналогично лемме 1)|/s„ (2πt)∣≤exp {-/„(t)}, где 4 (t) = ∑ f sin2 π (t∙ χ) Р» (χ) dx (4∙θ)m=l RkИ M∙)>4∑ f (x, t)2p(x) <∕x>
m^l l(‰i)l<∣>4β,(t)∕1, (-⅛).

то, учитывая (4.3), получаем оценкуl∕gjι (t)∣≤exp {-⅛ β∏(t)∣ при lt∣≤-⅞^
∣∕zJt)ι≤exp ∣-⅛ б„(‘) } ∏PH ∣⅛l≤-j⅞-∙ (4∙7)

Таким образом,
∕,≤ f

k

eχP {-^⅛ Σ Ч rft≤
^∏≤∣l∕λt 1 ( 1 Jm= 1≤Θt --------Į-------- >0.

I Л„ I 2 Ап
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Осталось оценить Ц.

a=Π⅛ f ∣∕sj*)∣rft≤ 

J=l π,tl>^
≤∏‰ [ exp ∣-(∕n(t)-z2(t)j} ∣∕5s(t)∣ di.

7=1 lt∣>-∑-
NnЗдесь S2-сумма, составленная из двух слагаемых, имеющих ограничен­ную плотность, а 7n(t)-из (4.6). Нетрудно заметить, что, согласно лемме 1,

^(*)>⅛Σ √≡-1⅛) <4∙8>
m= 1для всех t. В области же 111 > минимальное значение правой стороны4.8) равно

-v"=l Σ “f®1-»- n">
т=\и, таким образом,∕4≤fl Bnje≡e-w"∫ l∕s,(t)irft≤

у-1 Rk

≤e2 ∏ (ClhCπ,f .
у=1Согласно условиям теоремы, ∕4→0, чем и завершается доказательство.

5. Асимптотическое разложение для pz (х)

Теорема 2. Если для какого-нибудь п и целого s≥3 сл. в. ξm, ти=1,и, 
имеют конечные моменты MI ξm ∣s < оо, существуют плотностиpm(x),m = 1, и, 
причем pτij≤Cr,j<∞, ↑ ≤nj≤n, j=∖, 2,

рг„(χ) = φ(χ) + ∑ QiΛ-φ) (χ)+(χ)∙
у-i

Здесь (р(х)-из (4.4), полином

‰(-φ)(x) = -∣2⅛ f βy,(∕t)e-5δ"w^',,∙^,rft

Rk
можно получить из Qjn(it), псдставляя в (3.6) вместо произведений 
1↑* ... t°kk выражения(- l)α*+•••+«*

∂x↑'... ∂xak k
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Для остаточного члена Rn(×) верна оценкаΛπ(x)≤θM-Ц-+
∣Λπι2+ e2 ∏ Bn,j (Cn,Cn,)2 exp {-| į α(∞m, 8⅛,⅛)j.

√=1 m=lДоказательство. Аналогично теореме 1 получаем неравенство (5.1)
sup iPznW-p(χ)l≤-(2⅛^ (Л+4+4+4).где Λ= f l∕zn(t)-Λs,n(t)∣rft,

н*4 = f ∣⅛.n(t)∣dt,
Rk \Н*4 = f l∕zπ(t)∣dt,
Λr*∖ff*4 = f ∣∕z,(t)lrft,

Rk∖N*p(*)=φ(χ) + ∑ S√,,(-9)(*) = -(⅛^ f e^',' dt’ 
j-> k»а

H
s —31 + Σ β√n('t)) ∙
√-∣Область Н* здесь из (3.4), а

Для оценки I1 используем лемму 2.
£Λ = Θs,t(f (βn(t)]2 eχP∣-∣ β.(t)∣rft+ я* 1

—2∑-±' ∕ ⅛+ f [ß. (t) ] 2 exp į - i Ö. (О pt) £„ = Θs.t L„ (У, + Y2).
H* *Так как Ä_ π2 ГK1≤ 3(s÷fc)2 2v∣‰ г (4)
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и, аналогично, ra≤Θs> —Ц- ,1Л„Л
ТО

Λ≤θs,fc j“ -^sn∙

∣Λn∣2Далее, получаем

в области ) х j > Nn, то при Nπ = 8BπL3n ln(Nπ)> 1, и, аналогично выводу не­равенства (4.7), получаемl∕zn(t)i≤exp ∣-∙J5∙ βn(t)∣при
I ‘ .
I в» I 8В„ L3πТаким образом,A>≤ f exp βn(t)¼t≤

2 ' '

≤θs,i —L_ Ln.

|Л„ 12Осталось оценить Ц. Действуя совершенно аналогично доказательству теоремы 1, получаем
* w 1∕1≤e2 ∏ B,je~<(Cn,Cnf ,

7=1
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где K = ∣ ∑ α(‰ 8B√3π).
m= 1Доказательство окончено.6. Некоторые следствияСледствие 1. Если для последовательности (1.0):1.1) имеет место ц. пр. т.,2.1) выполнено соотношениеmax ⅛→0,

7≤n вл3.1) pn. (х) ≤ Cf,i < ∞, /=1,/т0» ∕τ0≥2,Pm(x)≤Cm≤∞, m≠ni,
п

4∙1) п Σ β2(⅛-ι> (σ≡+ΛP)C∙2 →0°
■ Pt 'm ∏ mm= 1для каких-нибудь Nn, удовлетворяющих (4.3), то для (1.0) выполняется 

л. пр. т.Следствие 2. Если для последовательности (1.0):1.2) имеет место ц. пр. m.t2.2) ∖ξm∖≤M, m=l,2,... , с вероятностью3.2) Pn>≤Qπ≤∞, w=l,2,4.2) 1 v^, 1ТГТ Σ Ts““*00’ m≈l m
для (1.0) справедлива л. пр. т.Следствие 3. (ср. [12], теорема 2). Если для (1.0):1.3) имеет место ц. пр. т.,2.3) pm(x)≤Cm<∞, w=l, 2, ...,3.3) σkmCm≤M, w=l,2,.. •»4.3) max ⅜l→0, n→∞ ,∕≤π Вл

то тогда имеет место л. пр. т.Действительно, действуя аналогично доказательству следствия из леммы 1, нетрудно показать, что
α ≥ ^96^(4fcj*~’ σ2,<fc-') (nJ,+ N2) & *Так как (6.1)
π¾≤
7=1

k ,
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а из условия 2.1) вытекает Bπ = o(eεn) для всех ε>0, то из (4.2), (6.1), по­
следнего равенства и (4.1) получаем л. пр. т.

Из ограниченности величин ξm, m=l, 2, ...» следует, что σ^≤Λf2, а за 
Nn можно взять Μ. Отсюда — следствие 2.

Так как дисперсию минимизирует равномерное распределение, то, исполь­
зуя 3.3), нетрудно получить

f (x,t)1pm(x)dx≥
∣×∙,<2kσm

______ It|_
3∙28(2 V*)>(*-υ

o2m
М '

Определим теперь числа n1 и п2 из равенств 

σ∏ι = max öj, σn, = max σj ,
√≤n √≤n

j≠∏ι

а за Nπ возьмем 2k∂∏t. Тогда

Z" (n") ≥ 25*(2]∕Λ)≡(*-υΛf

и из (4.2) получаем

k 1∏ ^nj (Cx СЛ1) exp I 96(4^j*- x

×Σ 1
σ2(*-l) (⅞+⅛)c⅛тп m п* тп I

≤3f 2* exp I 96(4fc)fc 2Λf≡ ( σ2 Σ σ"1+ 1)}→°,

m= 1 
m≠∏ι

так как
л
X ⅛ = B*(l + o(l)) 

/71 = 1
m≠nl

из-за 4.3).
Нетрудно заметить, что асимптотическое разложение из [11] является 

частным случаем теоремы 2. Следует при этом отметить, что

∑mI(⅛∙
у = I τsup —-------------------------------= Lsn.

, . , 1 n s

[∑m(⅜∙∙)T
√=1

Нетрудно видеть, что из Lsn→0 следует л. пр. т.
Теперь заметим, что теорему 1 можно усилить, а теорему 2 — видоизменить. 

Начнем с принятого нами определения ,.имеет место ц. пр. т.“ (см. (4.1)). 
Здесь сумму Zn мы получали умножая Sn на диагональную матрицу, а имен-
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но Zn = SπZ>π, где Dπ = (dtj)ij=↑ιk, dii=Bπ lh dij = 0, i≠j. Данная нормировка 
матрицу ковариации переводила в матрицу корреляции, которая, естественно, 
могла вырождаться. Сейчас нормировку выполним с помощью матрицы бо­
лее общего вида. Положим

Zn = SnZn, (6.2)

где In такова, что ΓnAnIn = I, и под словами ,,имеет место ц. пр. т.“ станем 
понимать, что

Pζ (Λ)→N0j(Λ)
л

для любого борелевского множества А.
Теорема 1а. Имеет место теорема 1.
Действительно, положив

⅛=(<^∣≤-⅛

оценки для 71, ∕2, /3, и Ц получаем совершенно также, причем для Ц пото- 
k

му, что якобиан преобразования ; I~11 ≤ π⅞j-
7-1

Аналогично можно перефразировать лемму и теорему 2. Следует лишь 
иметь в виду, что теперь Λn = ∕, а βn(t) = ∣t∣2. Lsn остается тем же.

В заключение автор благодарит В. А. Статулявичуса за постоянную- по­
мощь и внимание, а также А. Бикялиса и Л. Саулиса, частые беседы с ко­
торыми были весьма полезны.
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университет им. В. Капсукаса
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APIE LOKALINĘ RIBINĘ TEOREMĄ IR ASIMPTOTINIUS DĖSTINIUS DAUGIAMAČIU 
ATVEJU

JL Lapinskas

{Reziumė)

Darbe įrodoma, kad nevienodai pasiskirsčiusių vektorių normuotos sumos tankiui galioja 
lokalinė teorema, kai galioja centrinė ribinė teorema ir (4.2). Taip pat gautas tolydinis asimptoti- 
nio dėstinio liekamojo nario įvertinimas (5.1).

ON LIMIT THEOREM FOR DENSITY FUNCTION AND ASYMPTOTIC
EXPANSION IN MULTIDIMENSIONAL CASE

K. Lapinskas

{Summary)

A limit theorem for density function of sum of nonidentically distributed vectors is proved 
when the central limit theorem and (4.2) take place. Besides, we get an estimate (5.1) of the remain­
der term of asymptotic expansion.




