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1. Рассматривается последовательность независимых случайных величин

ξι, ξ2.......... ξo, ... (1.1)
с функциями распределения G1 (х), G2 (х), ...» Gn (х), соответственно. Функ­
цию распределения суммы

c _ ζ1 + ξ2 + ∙ ∙ ∙ + ξ∏
6n^ вп (1.2)

обозначим Fπ(x), соответствующую плотность —vπ(x).
В. Μ. Золотарев [1] поставил задачу распространить результаты В. Рих­

тера [2], Ю. В. Линника [3], В. В. Петрова [4] о больших уклонениях ве­
роятностей на случай негауссовских предельных законов. Им было получено 
асимптотическое представление для vn(x) в случае предельного устойчивого 
закона с характеристическим показателем 1 ≤ α ≤ 2, когда случайные вели­
чины в (1.1) распределены одинаково. А. Алешкявичене [5] обобщила ре­
зультаты В. Μ. Золотарева на случай неодинаково распределенных непрерыв­
ных случайных величин. Асимптотику 1 — Fn (х) для одинаково распределенных 
случайных величин и без предположений о предельном законе исследовал 
В. В. Петров [6].

В настоящей заметке исследуется асимптотическое представление для 
1 — Fn (х) и vn (х) в случае предельного устойчивого закона Gα (х), 0 < a < 1.

Допустим, что функция распределения Gj (х) (7=1, п) принадлежит 
области притяжения устойчивого закона Gaj∙(x), для которого

00

Λa√A)= ∫ ebc<7Gay(x) = exp{ — λyA*}, (1.3)
— 00

где λ7∙>0.
Обозначим

Ą(A) = [ ehxdGj(x), Bj = s∖ιp {h: Rj(h) < ∞ }, 7=1, 2, ..., п,
— 00

В = min Bj, Ωj∙ (х) = Gj (х) - Gaj (х), = £ λy.
l≤y≤n



86 П. Вайткус

Пусть
х

°J<S)=κ⅛) f e^ydGj(y)' O<h<B, (1.4)
— 00a g j (х) — плотность симметризованной функции распределения

<⅝(x)= f Gj(x+y)dGj(y), √=1, 2..............п.
— аоФ и φ обозначают (О, 1) —нормальную функцию распределения и плотность вероятности, соответственно.Через Wfy = {∆yi, Cji, f=l, 2, ...} обозначим набор непересекающихся интервалов ∆j∙i длины I∆j∙i[ и положительных констант C,∙i≤oo,y=l, 2,... Положимτ(9Kj, λγ)=∑ (∣∆yi∣+‰rqj,

где N>0 и
Qjι = f min { Cji, pj (х)} dx.

Нам будет нужна теорема 4 из [7], которую для удобства сформули­руем для случайных величин Xj с функцией распределения (1.4) и матема­тическим ожиданием dj = [∖nRj(h)],. Еще обозначим
¾(x)=F + Ag + ... + X∏ öj

Л

dFzn(x) 
dx =Pzn(x)-

Теорема 1.1 [7]. Если для каких-нибудь п и целого s ≥3 случайные вели­
чины Xj имеют конечные моменты М ∣ Xj — aj Is, существуют плотности pj (х) = 
= d%χ~, J = U pi(x)≤Ci<∞, 1=1, 2, 3, 4, то

PzΛχ)=v(χ)+~⅛r öün (Х) ^k+2n + ®ib» ++ Θ2B,L3nexp j -1 į τ(∞,, πβ,L3,) j ∏ √ (l + iy⅛Ji ∙
s-3

¾w=φw+⅛ e 2 ∑
τ(3Jζ∙, πBπL3n) ∏ C∕(l +

i = 1 '

πσ∣∙8 √2 ⅞,Ian r
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п

для любых наборов $Ш,, j = 1, 2, ..., п. Здесь B⅛=∑ σ2l,
i =1

-9
σ~i DXi,

п∑ M∣⅞-βiF
многочлены

Зк 
Qκn(χ)= ∑ ⅛,*m^1.

т=1

причем amkn = 0, если тик неодинаковой четности, и _ 1 V (-i)∕÷i(m + 2∕-l)!⅛n^k+2π- (w-1)! 2'∕!μ!2⅛,+2'
fc÷2≤m+2∕≤3fc

v1∙ " ’V3*3 
Vι+∙.∙+vμ=m + a∕ 

2μ=m + 2∕-⅛

в других случаях. Коэффициенты amkπ, величины Θi, Θ,∙ равномерно ограни­
чены относительно п.

Лемма 1.1 [6]. Пусть В>0. Положим для O<h<B∞⅛=W J x^,dGj(x),
-∞

^=oχi=^τ∙ j=x' 2∙ "•

Справедливы следующие утверждения-.1. О < σj < ∞ при О < h < В.
Функция aj = aj (А) строго возрастает и непрерывна в интервале 

O<h<B.3. — oo≤MI.∙<oo, Пт й: (h) = М Xj, j = 1, 2, .п.
Ä|0

4. Существует предел lim J.∙ (А) = Л7, 7=1, 2, ..., п.
h↑B5. Каково бы ни было число у из интервала MXj<y < Aj, уравнение ⅛ (А) = у имеет единственный действительный корень h0. При этом Q<h0<B.

2. Предельная теорема для плотностей, случай неодинаковых 
распределенийНа последовательность независимых случайных величин (1.1) налагаем условия.2.1. Найдется число 0<B<∞ такое, что

Rj(h)<∞, когда 0<h<Bt 7=1, 2, . .., п.2.2. Существуют плотности
g j W =

dGj(x) 
dx , J=l, 2, л,
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И
gi (х) ≤ Ki < ∞, 1=1, 2, 3, 4.

2.3.

lim[l∏-R,-(∕i)]' = Λ,< оо, 7= 1, 2, . .., п.
h↑B

Теорема 2.1. Если случайные величины (1.1) удовлетворяют условиям 
2.1—2.3, то при n->∞ равномерно по х из интервала

п

-c≤x≤J- X Л
7=1

имеем

s-3

».w=

Л

+ Θ2B∏⅛expl - } ∑ τ(9Jlj∙, πBπI3π)!×
‘ 7-1 '

×∏ chι + -7⅛—VI,
.1J∙l ∖ 8T∕2⅛L3n∕ J

(2а)

(2Ь)

где р = р (х) — единственное решение уравнения

Л

B.*=∑ [l∏Λj.(p)]',
7 = 1

С —положительная сколь угодно большая константа, s≥3 — произвольное 
положительное число.

Доказательство. Пусть { Xj} — последовательность независимых 
случайных величин с функциями распределения, соответственно,

— 00

gj(x)- Rj(h)
X
[ ehy dGj (y), O<h<B, j=l,2, ...,n.

Тогда
MA} = In' Rj (h) = dj,

σ] = ]n"Rj(h), O<h<B, j=∖,2,...,n.

Если обозначим

Λ=∑ ⅛, B2n=∑ cs],
7=1 7=1

I- PzA×)----- ~dτ~ ∙
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нетрудно получить [4], что
хВп~^п~ (2.1) F.ω=∏ Rj(h)e-'< f e-y^dFzn{y,.

j=∖ —даЧтобы воспользоваться теоремой 1.1, убедимся, что последовательность {А}} удовлетворяет ее условиям. Действительно, из условия 2.2 следует, что существуют плотности gj(x), а в силу условий 2.1 и 2.2 существуют константы ci<∞, такие что gi(x)≤ci, ι=l, 2, 3, 4.Из условия 2.1 получаем, что функции распределений Gj(x), 7=1, 2, ..., и, удовлетворяют условию Крамера, то есть∞ даf e^dGj(x)=-^ ( e l̂>>×dG1(x), (2.2)
— оо —дакогда — h<u <В — h, где 0<А<2?. Значит, для любого s≥3M I Xj — a j ∣s < оо .Тогда из (2.1) и теоремы 1.1 имеем

л -2 s — 3
vn (x) = ⅛ ∏ Λj.(A)e-^V⅛[φ(z)+ ⅛ ( y⅛ e~2 ∑ Q^)Lll^ +

+ Θιiin + Θ2BnL3,expl - į- ∑ τ(9J}j∙, πβ,Z,3n)!×

*7=1 J

х ∏ c,5(ι +
j = 1

_____\4 ]
8]∕⅞i3nSn ∕ J'где

⅛ Ап

В»В силу леммы 1.1 функция In'Rj(h) для O<h<B непрерывна и строго возрастает, а также существует пределlim In' Bj(h) = Aj, j= 1, 2,..,w. (2.3)Условие 2.3 дает, что Aj<∞t а так как Gj(x) принадлежит области притяжения устойчивого закона Gaj(x) с O<α<l, тоlimln'j¾(Λ) = MK=-оо, √=1,2..............п.
А|0Таким образом, из утверждения 5 леммы 1.1 следует, что какое бы

пни было число j из интервала -c≤7<-3l- У Ai, уравнение 
Dn j

7=1
п

yB, = ∑ ln-Λj.(A)
j-ι

(2.4)
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имеет единственный действительный корень p(0<p<B). Пусть Л = р. Тогда 
z = 0 и из (2.3) получаем

& e-χpβ П 5 — 3
V" № = й 1/<Г П -К/ (p) f 1 + Σ fl2kn ^k + 2n + θl Lsn +

2'n j=l k=l

( ) 4 1÷Θ2Bπ^3nexp Į - X τ (2K√> πBn⅛)∣∏ C∣ ×
√= 1 i=l×(1 + TCσi ∖ 4 j8 1/2 L3nBn∣ J когда n→∞ равномерно по х из интервала-C≤x<^- 2 ⅞

" 7=1где С — положительная сколь угодно большая константа, а s>3-положи­тельное произвольное число. Теорема доказана.Замечание 2.1. Если вместо условия 2.3 потребовать:2.4. Существует число α> 1, такое что
vj = f I λ' ∣a 1 dπj W I < ∞» J = 1 > 2, .... n.2.5. При всех n

b1
n ≥δ>0, то при n->∞ равномерно по х из интервала-C≤x<-0(B≡",) будем иметь

л α а^- = ∏Λ√p)exp{-χp¾+(l-α)α-, (- x)σ^, } (1 + o (1)), (2.5) 
J = 1где p = р (х) — единственное решение уравнения (2.4), а5≈W = <ZG,(x) 

dxДоказательство. Так как плотность устойчивого закона Ga(х) (0 < a < 1) при х < 0 имеет асимптотическое представление
1

gg (х) =

In" R0,j (p1 Bn)

exp{-(l-a) (p15n )≈} (1 + o(l)j,
где p1-решение уравнения

Л

∙v = ⅛ Σ ln'⅛(Pι)>
" у-i

(2.6)
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ТО

В„
vn {×) =__
g* (х)

In" Λαy(pιBn)

exp{ -xp5π + (l-a)(ρ1Bn)a}×

ln'jR,∙(p)

Л

× ∏ ∙r√(p)(* 1+°(1)) • 
i- 1

[ω7(p)+⅛>(p)]≈
7=1

Не уменьшая общности можно допустить, что

μ√(l)= [ xdΩj(x) = Q, j=∖12,
— 00

Вообще, всегда найдутся такие lj≥ 1, что 
⅛(O) = μj.(l)=...=μy⅛) = O(7∙=l, 2..........п),

а μy(Z,+ l) отличны от нуля или не существуют. Пусть l= min lj и a' =
1 ≤> ≤∕ι

= min(a, 1 + /). Тогда при достаточно малых р из условия 2.4 следует, что
ω√(p) = O(pa), ωj(p) = O(pg'-i), j=l,2,...,n. (2.9)

Согласно этим оценкам, при p→0 имеем

2 ln'Λy(ρ) = a(l — a)ρa^2 + C1(n)po'-2 + 0(ρ2a'+01-2 + ρa'+2a-2).
7=1

Исходя из этого, получаем

Обозначим ωz(ρ) = 7⅛(p)- ‰∙(p)∙ Тогда
In Rj (p) = In Rc,j (p) + In [ 1 + .

И

Далее

2 ln'Λ√p)=-ap≈→B5+ 2
7=1 7 = 1

ωy (р) + ωJ (р) aλy∙ pg 1

ω7 (p) + -Ka√(p)
(2.7)

2 ln"Λy(p) = a(l — a)pa^85J +
7=1

÷Σ
7=1

ω∕ (p) + ωj (p) aλj,∙ pg~1 + ωz∙ (p) a (a -1) pg a λy

ω√(p) + ¾(p) +

∑ω,∙2 * * (p) + ωz' (p) ωy (p) apg 1 λy + ωy' (p) R'aj (p) + ωj (p) aλy∙ pg 1 R'aj (p)
(2.8)

в„ In" Rλj (p1 Bn)

1П" Λa(p)

pĮ/pf

Pi 1/ pa
(l + C,'(n)p---∙), (2.10)
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где С{ (п) — ограниченное постоянное, которое может стремиться к нулю при 
w->∞.

Используя оценки (2.9) и соотношение (2.7), уравнение (2.4) можно 
переписать так:

Λ-Bi"α= - apa"1 + 0 (с2 (и) pa'~1 + pa'+<χ-1) ,

где C2(n) может стремиться к нулю при n→∞.
Из уравнения (2.6) получаем, что

⅛≈=-apΓ,.
Тогда

pΓ1 = pa^^1 + Θpa'^1.
или

Pι = p(l+Θιpa'-≡), (2.12)

где Θ и Θ1 - ограниченные постоянные.
Согласно (2.12) имеем

⅛'-=l+0(p∙-),
Pιl∕pa

и окончательно получаем
л a a

⅛7⅛ = ∏ Äj(p)exP{-*₽s.-(1-a)(-*)"‘_l aa^'}(1+o(l)) ∙
J-ι

3. Предельная теорема для плотностей, случай одинаковых 
распределений

Пусть случайные величины (1.1) распределены одинаково и имеют 
функцию распределения G(x). В этом случае нормирующая константа бу- 

2
дет Bn = na.

На последовательность (1.1) налагаем условия.
3.1. Найдется число 0<B<∞, такое что R(h)<∞, когда 0<h<B.
3.2. Существует такое N, что vjv(x)<oo.
3.3. lim In' R(h) = А < ∞ .

h↑B

Теорема 3.1. Если случайные величины (1.1) удовлетворяют условиям 
3.1—3.3, то при n→∞ равномерно по х из интервала

ос-1
-C≤x<w a А (‰)

имеем
_1_

v.(x)= [1 + ∑ ⅛>- ÷o√^)], (3b)

7-1(Λ) √2π
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где С—сколь угодно большая положительная константа, s >3 —произволь­
ное число, коэффициенты aj(x) зависят лишь от 2у + 2 моментов распре­
деления

X
f eil'dc(y^

— ооДоказательство проводится по той же схеме, что и доказатель­ство теоремы 2.1. В равенстве
V п σ _Fn(Λ) = Λ"(A)e-k"a f e-r^*'-> adFzn(y) (3.1) 

для плотности функции распределения FZn(x) применяем локальную пре­дельную теорему ([8], т. 4.5.2):
Пусть выполнены условия'.1) случайные величины Yj имеют конечный момент порядка ly≥3j2) существует N такое, что max Pw(x)<∞. Тогда при n→∞ равно­

мерно по х

pn(x) = φ(x)+∑ П~* ± ∑ Φ(x) + 0(n^ Ч
7 = 1 v=lПокажем, что последовательность случайных величин X1, X2, ..., Xπ с функцией распределения

X

— ∞математическим ожиданием d = ln' R(h) и дисперсией σ2 = ln" R (h) удовлетво­ряет условия 1) и 2).В силу утверждения 1 леммы 1.1 σ2 > О, а так как G (х) удовлетворя­ет условие Крамера (2.2), тоM∣X-αH<oo, 5≥3.Из условий 3.1 и 3.2 следует, что при некотором N существует ограни­ченная плотность qN(x) распределения величины
%1 + ⅜ + ...+ Xn-Nq]Λv<⅛Значит, условия удовлетворены, и потому[φ(z)+

s-2 _j j

+ Σ n~2 ⅛ Σ (-iy÷2''Cω
7=1 v=l

dd + 2'i 
dz->+2'j

Φ(z) + o(h 2 ) ] (3.2)
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где
£

_ хп<Х ~n^
1/ п σ

Возьмем h равным корню р(х) уравнения
а—1

x = n-ä. (3.3)
В силу леммы 1.1 р(х) единственный, и 0<р<2?, когда,

«—1

-C≤x<n*A. (3.4)
Если A = p(x), то z = 0, и из (3.2) получаем

Aω+<√i^2)]

п 2a σ √2π > = ’
при n->∞ равномерно по х из интервала (3.4). Теорема доказана. 

Замечание 3.1. Если вместо условия 3.3 потребовать, чтобы выполня­
лось условие 2.5, то при n→∞ равномерно по х из интервала

a— 1

-C≤x< -o(n^r)
имеет место асимптотическое представление

1 g g
JaM = jR”^exp{ -^0t+(1-a)a°c-1 (-√t^,} (1+√l)) > (3.5)

где р-корень уравнения (3.3).

4. Интегральная предельная теорема

Теорема 4.1. Пусть случайные величины (1.1) удовлетворяют услови­
ям 2.1—2.3. Тогда при n→∞ равномерно по х из интервала

п

-c≤*<⅛ Σ 4-
У=1

имеем

∏ _ s-3 3t
1 -∙fn (x)= 1 pBιιy2π t 1 ЙГ+Σ Lk+i" ∑ι a"'t'∙b"∙ +

+ ©;' Lin РВ„ + ©į' pß; ⅛exp I - -*- ∑ τ (2R,∙, πβ, Г311) | ×
' 7=1 J

4 1
1К( 1 +× *⅞i \ < 1

8 1/ 2 В„£,„ / J’ (4а)

где 0 < © < 1, ©f и ©:; равномерно ограничены относительно п, Ь„ опреде- 
лено в (4.6), p = p(x) единственный корень уравнения

Bnx=^ 1∏' Bj (h}t
у = 1
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С—положительная сколь угодно большая константа, s ≥ 3 — произвольное 
число.

Доказательство. Из (2.1) имеем
л оо

l-F.W = ∏⅞We-*i f e-ys-dFzιl(y), (4.1)

j~'
Вп

Так как уравнение xBn = Aπ имеет единственное решение p = p(χ), когда
л 

-c≤χ<⅛ ∑

J=1

то возьмем Λ = p(χ). Тогда (4.1) имеет вид

(4.2)
Л ∞

1-Λ,W = ∏ Λj.(p)e-^ f dF2n(y).
7 = 1 Ö

Ранее показали, что последовательность { Xj — aj} удовлетворяет усло­
виям теоремы 1.1. Тогда

√ s-3
τ⅛,ω=Φω+е 2 х ‰M⅛s,+‰ω+⅛w, (4.з>

k=∖

^2n(y) = Q2BnL,ne×p
л

{ -у Σ τ(5⅜ πβ-i⅛l}×
χ∏c∕(ι +

i = 1

7=1

1_
πσ1∙ \ 4

8 1∕2⅛⅞ /

Подставив это выражение в (4.2), получаем
Л

^∏(χ) = ∏ ⅞ (p)e хрВп [A+4+4+Ą]»
7=1

(4.4)

где

е
∞

s—3 3k со у*

j≡=-⅛- Σ Σ <⅛ f e~'ei" de~τ ym>
V π k≈∖ т = \ О

∞
∕3= f e~^dRln(y),

О

оо

∕<=∫ e~ni° dR2n(y).
О



96 П. Вайткус

Для каждого х имеем

,-φω-7⅛'⅜-⅛ 0*θ<'-

Отсюда

Величины

J =___ 1__/1___ Θ-V
1 pBn]∕2π \ р2в; /

ограничены по л, и при τn≥2 выполняется соотношение 

bm = (m- l)*m-2-pBπ*m-ι∙
Далее

4= -Λln(0)- f R1,(y)de-n^ = e'(L3π,
О

Λ=-⅛(O)-f R2„(y)de-nB" =
О

= Θ"BπZ∙sn ехр| - | ∑ τ(9Jζ1 πβnL3n)∣
×∏ c∙,(1 +

/ = 1

_ ____πσ,∙ \ 4

8 1/2 BπL3n I

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

×

Из (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) и (4.8) получаем утверждение теоремы.
Следствие 4.1. Пусть случайные величины (1.1) распределены одинако­

во с функцией распределения G(x), удовлетворяют условиям 3.1, 3.3 и

g(x)=d°J^≤C<∞.

Тогда при n-^∞ равномерно по х из интервала (3.4) имеем
1

i-Λ(χ) =
Rn (p)e~-vP"* 

pσ (p)]∕2 πn [■- Θ
P2 σ2(p)n

5 — 3

+Σ
Л=1

pL⅛+2 σ(p) 
⅛-l

п ~

ik

a∏ιk 4"
+ ®^) + 0^(1 + __^_)eXp{-^1(TO1ni3a(p))}]. (4.9)

п ~

где p = ρ (x) — единственный корень уравнения (3.3).
Пользуясь случаем выражаю глубокую благодарность проф. Й. Куби­

люсу за постановку задачи и постоянное внимание.

Вильнюсский Государственный 
университет нм. В. Капсукаса

Поступило в редакцию
4.VI.1971
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APIE ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ SUMŲ DIDELIUS NUKRYPIMUS
STABILAUS RIBINIO Dl SNIO ATVEJU

P. Vaitkus

(Reziumė)

Straipsnyje kai kurios V. Zolotariovo [1], A. Aleškevičienės [5] ir V. Petrovo [6] ribinės 
teoremos dideliems atsilenkimams stabilaus ribinio dėsnio Gα (x), 0 < a < 1, atveju.

Sakykime, ξi, i= 1, 2, ..., n, — seka nepriklausomų atsitiktinių dydžių, kurių pasiskirsty­
mo funkcijos Gi (x) priklauso atitinkamo stabilaus dėsnio Gai (x)(0<α<l) traukos sričiai, kai 
β=l.

Jei Gi(x) (z=l, 2, ... n) tenkina 2.1-2.3 sąlygas, tai tolygiai x atžvilgiu iš intervalo (2a) 
sumos (1.2) pasiskirstymo funkcijos Fπ (x) tankiui υn (x) galioja asimptotinis išdėstymas (2b), o reiš­
kiniui 1— Fn (x) — asimptotinis išdėstymas (4a). Kai dydžiai ξ1∙ (z=l, 2, ..., n) yra vienodai pa­
siskirstę ir tenkina atitinkamai 3.1 —3.3 ir 3.1,3.3, 4.1 sąlygas, yra gautos analogiškos priklausomy­
bės (3b) ir (49).

ON LARGE DEVIATIONS OF SUMS OF RANDOM 
VARIABLES IN THE CASE OF STABLE LIMITING DISTRIBUTION

P. Vaitkus

{Summary)

Limit theorems on large deviations of sums of random variables in the case of stable limit­
ing distribution Gα (x), 0 < α < 1, are given.

Let ξl∙ (z = 1, 2, ..., n) be a sequence of independent random variables, the distribution func­
tion Gi (x) belonging to the domain of normal attraction of respective stable distribution Gai (x) 
(0<α<l) (z=l, 2, ..., n) (β=l).

The paper presents an asymptotic expansion (2b) for the density vπ (x) of the probability func­
tion Fn (x) of the sum (1.2) and an asymptotic expansion (4a) for 1 — Fn (x), when Gi (x) (z= 1, 
2, ..., n) satisfy conditions 2.1 —2.3 and x belongs to the interval (2a). The analogous expansions 
(3b) and (49) for vπ (x) and for 1 — Fn (x), when the random variables ξl∙ (z= 1, 2, ..., n) are iden­
tically distributed and the conditions 3.1 —3.3 and 3.1, 3.3, 4.1 are satisfied and x belongs to the 
interval (3a) are given too.

7. Lietuvos matematikos rinkinys, XII-1




