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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПЛОТНОСТИ СУММЫ 
МНОГОМЕРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН,
СВЯЗАННЫХ В НЕОДНОРОДНУЮ ЦЕПЬ МАРКОВАР. Лапинскас 
1. Определения и обозначенияПусть ξ(r), г=1, 2, — неоднородная цепь Маркова со значениямииз измеримого пространства (Ωπ с переходной функцией Pm(w, А), ¼>∈Ωm.1, √4∈Jrm, начальным распределением P(A), Ae^^1, коэффициентом эргодичности функции PmΓ-

ccm,= l- sup Pml (w, А)-Pml (Γv, Л) i
h∙, »v е Ωw 

/4 ∈ Įи пусть <Fm = σ{ξ(ra)} — наименьшая а-алгебра, порожденная указанной в скобках случайной величиной (сл. в.).Введем случайные величины Xm = (‰1, .... ‰k) с MXπι≡0, где Xm=g(ξ(m)), w=l, 2, ... Будем полагать, что функция g(∙) измерима по отношению всех &т, а Xm, m=l, п убудем называть сл. в., связан­ными в цепь Маркова с п моментами времени.Через Fξ, pv будем обозначать функцию распределения (ф. р.), плотность и характеристическую фукнцию (х. ф.) сл. в. ξ.Пусть, далееBn=‰..............Bπt) = (Λ∕S21, .... M⅛),а
sn= ∑ x√

7=1 _zn = ⅛0∏1 где матрица Pπ = (⅛,).∙.7=iT⅛. ⅛=¾1, ⅛ = 0, г ≠√. ⅛=SnDo, и где матрица Dn такова, что Dn∖nD'n = I (здесь ' — знак транспонирования, Λπ — матрица ковариации Sn, а /—единичная матрица), Γr{ξ} — r-й семиинва­риант сл. в. ξ,Lr, = √r1- ∑ Λ∕(XjA→X>r2= sup -÷r ∑
7—1 1,1 ' 7-1

M(∣(Xj, t)г) 
(M(So, t)∙)r'*„дробь Ляпунова“ r-го порядка (здесь α( = αw) = min am, am = am.lt m), l≤∕n≤π

пi--=⅛ ∑ esssupM((XjΛπ-1X')''2^j-1] =y=ι2 ess sup
√∙=1

M(∖(Xj, t)∣'∣⅜∙-1)
(Λ∕(sn, try'2



156 P. Лапинскас

условная ,,дробь Ляпунова“, Qn(t) = M(Sn, t)2 (через (х, у) мы обозначаем скалярное произведение векторов х и у), Qn(t) = M(Zn, t)2, Qn(t) = M(Ζn, t)2. Наконец, Θ будет обозначать действительную или комплексную величину, ∣Θ∣≤1, а Θ. - ограниченную величину, зависящую лишь от указанных па­раметров.
2. Краткая история вопросаОсновной метод, используемый в оригинальной работе ([1] —[3]) — ме­тод переходных х. ф., разработанный В. Статулявичусом (основные резуль­таты в [4]) и усовершенствованный им же (см. [1] —[3]). Нашей целью бы­ло обобщить теоремы 5 и 9 из [1] на многомерный случай. Это здесь и сделано, во всяком случае достигнут уровень независимых сл. в. (ср. ра­боту автора [6]). Следует отметить, что многомерные асимптотические раз­ложения (ас. разл.) при более ограничительных условиях уже были полу­чены А. Рауделюнасом (теорема 7 из [5]).Существенную роль при доказательстве наших теорем будут играть разного рода оценки х. ф., а также ас. разл. для лих. Все они могут быть получены путем передоказывания аналогичных одномерных теорем, однако мы укажем способ, как получать требуемые факты непосредствен­но из одномерных.
3. Основные леммы

Лемма 1.
Еслиα∣Bn∣>δln∣ (3.1)

при некотором δ>0,
MI X1 ∣s<oo,ess sup М {∣ Xm ∣s' ∞, m = 2, п, (3.2^

для какого-нибудь целого s≥3, то при любом 0<λ<oo, выбранном из 
условия

а ]∕ In (1 + L^ ≤L„3'1^2*
в области

Q* (t) ≤ a2 In (1 + L5λ s~2 j (3.3)
имеет место ас. разл.∕z,(t) = exp{-¾!l }(1+ ∑n(H) +

3(x-2)+ Θs,o,s ([βJ(t)F'2+ [⅛(t)] - )Lsnj (3.4)
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Здесь и в дальнейшем Q* (t) — либо Qn (t), либо Qn (t), и, соответствен­

но, Z* - либо Zn, либо Zn, а

nθt)=Λ1, (∣∙[⅛ (t>]'∕≡) =

= Σ ⅛ Σ ∏ ⅛ r√<z-*∙ '*)}∙ (3-5)
m = 1 v1.......... vw j ⅛3 j=l

v1 + — + y>m = v + 2т

причем

∕>*l(it)=ΘΛ^ [S*(t)] 2 . (3.6)Доказательство. В. Статулявичусом [2] доказана лемма (лем ма 10), вариант записи которой выглядит следующим образом.Пусть (речь пойдет об одномерных сл. в.)αBn≥δlπ - , тИ| Ar1∣i< оо, n a 11δ>0, M{∖ xm∖s∖^rm-1}< оо, m = 2Γ~nt (3.7)с вероятностью 1 для какого-нибудь 5≥3. Тогда при любом 0<a<oo, выбранном из условияaln'P (l+Zp^)≤L^^'в интервале
\lB„ ≤βrln'∕≡ (l + z^τ72) (3.8)имеет место соотношение∕⅛(O=exp ∣-∣ J (1+ 2 Λπ('¾) +
+ θs, ..«(I zB√' + ∣r2ζ[3<≈-*>)£„).Здесь

v тP,,(ft⅛)=∑(^r 2 ∏⅛r√¾z)), (3.9)
m = ∖ Vi, ...,vnι>3 f = l

Vι+...+vwι=v+2mпричем Λπ(⅛5n) = Θv∆Fj (3.10)Для доказательства нашей леммы введем одномерные величины
‰.t = (Xm, t), m=∖, п, Sn.t = (Sn, t)= 2 ‰ О и применим для х. ф.∕sJλ) = ⅛i⅛'
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предыдущий результат. Ясно, что из (3.1) и (3.2) следует (3.7) для сл. в. 
Хт> f Таким образом, в областиλ(osn.t)∣'2∣ = ∣λ (en(t))l'2 ≤

п
X Λ∕(∣(Xy, 
у-1__________________________

α,-,(e.ω),'2

¼Λλ> = exP { - "2 χ20"(t) } (1+ Σ p∙" ('λδ)∕2(t)) +

∑ м( (Ху, t) *: ∕∙y.,)+ Θs. а. « (i λ Q'„'2 (t):’+. λ Q f- (t) ? «-«>) iz«----------— ----------- ).
v , ≈,- (ело)’- ∕Так как

n
∑ M[ ,(Xj. t)Ž=J_________________________ __ < f«—(ß„(0)’-a fs∏ τo очевидным образо?.; получаем (3.3) и (3.4). Так как из(3.10) следует (3.6), то этим доказательство и заканчивается.Точно также получаем еще три леммы (аналоги лемм 9, 11 и 12).

Лемма 2. Пусть ! (Xm, t); ≤ Ct, m≈∖, п для некоторой функции 0 < Ct( = C<n>) < ∞ с вероятностью 1 и пусть α>0. Тогда для любого s≥3 
существует абсолютная постоянная А > 0 такая, что в области

(ß? (t))1'2 ≤ΛLJ,1
имеет место ас. разл. (3.4) с той лить разницей, что вместо Lsn стоит

Замечание. Если ∣ Xm j ≤ С, т=\, п, то вместо Lsn можно брать
где λn — минимальное собственное значение матрицы А„, так как ∣ (Xm, t) ∣ ≤ l<s,V=p1 (M⅛≡^Γ2=(τ⅛Γ2∙

Лемма 3. Если a > 0 и для какого-нибудь целого s≥⅛ существуют мо­
менты MI Xm ∣s< ∞, т = 1, п, то при любом 0<b< ∞ в области 

e*(t)≤⅛in (ι+u,^2)
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имеет место ас. разд. (3.4) с той лишь разницей, что остаточный член 
имеет вид

Θs,6exp{-4^}([⅛(t)r2+[0∏*(t)] 2^ ) Lsn +

5—1 1

+ θs.4 [2,T(t)]1'-,Lsnln^r^ (1 +Ls√τl).

Лемма 4. Если для какого-нибудь целого s≥3 M∖Xm∖s< ∞, т=\, п, 
то существует константа с > 0 такая, что в области

QW≤clsn7^

имеет место неравенство 

i∕zς(t)l≤exp I—f2⅛ Ö» W }•

Для того, чтобы получить ас. разл. для pz∙(x), надо уметь оценивать

m = 5 Rk

fZn W в области Q* (t)≥ c^Ls,ts 2∙ Но нетрудно показать (ср. [3], стр. 164),
ЧТО

l∕sz, (0 1 ≤ ∏ esssup ∕χ2. ι (t 1 ^2i.2 × Jjr2l∙) | ∙ exp | -
/ = 1 '

4 '■ (⅛)}∙
где

п
7n(t) = esssup 2 f sin2(πt, x)pχ (x'^'tn.1)d×

отличается от ∕π(t), введенного в [6], лишь тем, что вместо симметризован- 
ной плотности Pχm(x) здесь берем плотность

A⅛(x!≠m-ι) = f Px (×+y∖^m-ι)Px (y ∣^rm-ι)dy,
m ∙ ^m

Rk

т. е. дело фактически свелось к независимым сл. в.

4. Асимптотические разложения для плотностей

Нам потребуется еще некоторые обозначения.
Через А* обозначим ковариационную матрицу Z* и положим Q* = 

= lim А*. Аналогично [6], введем 9‰ = {∆mi, Cmi, f=l, 2, ...}-совокуп­

ность непересекающихся прямоугольных параллелепипедов ∆mi, с гранями 
длины lmi = (lmiι 1, ..., lmitk), и положительных констант Cffπ∙≤ ∞, i= 1, 2, ... 
Положим для А>0α(ξm"∙ Σ I ∕mi Λ->(l ∕mi ∣ + 2ΛT)≡C≡,. ’

ι = l
где

Qmi= f ПИП {Pm(×). Cmi) dX.
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Через α(9‰, N) будем обозначать essinfa(9‰, N), когда вместо pm(×) стоит p,π(x I Кроме того,
⅛=∑ ∑

j=∖ m=l∑ л/| I ((xw, t)-M((×m, о ∣λ∏.1)) ∣s I j*-,,,-1 J £?Л= SUP --------------n~~--------------------------- ----------------- ,( 2 Λ∕((xm, t)2∣∕-,,1.1))p
т= 1Bj⅛ = ess supl⅛L3n.То же, но при безусловных математических ожиданиях, будем обозна­чать соответственно В„ и L‰. Наконец, λ* — минимальное собственное зна­чение квадратичной формы

essinf ∑ Λ∕{(Xra, tOJ)2i∕m-l},
m = Iгде D* — либо Dπ, либо Ьп.

Теорема 1. Пусть для какого-нибудь h≥4 и целого s≥3 сл. β. Xm, 
т=\, п имеют конечные моментыess supΛf(iXm f I A,-ι)< ∞,
существуют условные плотности pm(×∖^'m-ι), т=1, п, причемess suppn. (x i ^rnj--L × ∙^nj+ι) ≤ Cnj < ∞, 1 ≤ nj ≤ и, j = 1, τ⅛, n0 ≥ 2.

Если при этом a ∣ Bπ ∙ ≥ δ In ~ , mo

5-3∕⅛(x) = 'P*(x) + Σ βA(^,P*)(x)+ λ-1i(x)∙
√=ι

Здесьφ*(χ)- (2π)fc∕812* ∣ι∕≡
а полиномы

exp { - J (x(β*)^lxj}.1
β,*(-<p*)(χ)=-∣2⅛ r —į Qn (t)-« (t, χ)

f J¾(i t)e 2 dt

Rk

можно получить из P*π(it), подставляя в (3.5) вместо произведений
/’* •... ∙ t*k выражения^+∙∙⅜ φ,w

∂x↑ι • ... ∙ ∂×*k
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Для остаточного члена jR*1 (x) = Λ*h ∣ + K*1,2 верна оценка

l⅛ιl≤θs Ū.
i л; (>/> ’

I ΛJ1,2∣ ≤ ∏ B,,i (C.1C,,)''2exp { -⅛ ∑' α(‰ 8B°I⅛,) ! +
J=∖ ' m=l J

aλ* са4π≡fc9
Л

где с - из леммы 4, а суммирование в ведется по всем т=1, п, за 
исключением n1 и n2- т=1Доказательство проводить мы не станем, так как располагая доказа­тельствами теоремы 5 из [3] и теоремы 2 из [6], его получить совсем просто.Теорема 2. Пусть для какого-нибудь целого s≥3 Λ∕∣Xm∣s<oo, m=l, п 
и a>0. Пусть, кроме того,pni(x∣Λi-ι×Λi+ι)≤Cπ.<∞, i=l, 2, ni≤n 
и пусть существуют плотности pm(×), m=l, п, m≠ni. Тогда

s —3

¾W='P*W+ Σ ⅛(-φ*)(χ)+⅞(χ)-
7=1

Здесь Qfn (— φ*) (х) и φ* (х) — из теоремы 1, а¾(x) = 2½,1 + ‰,
где

5+1 ____1!Λ⅞.1∣≤Θs.6-⅛^- + ¾iLsnln 2 (1 + Ls√-2),

• Λ*2,2∣ ≤e∙ ∏ B„tj V Cn,Cn,exp { - ι⅛6Λlng) ×
1 '

× ∑' « (∞m, 8В°Ъ?/-2)1+----
m=∖ B0L0 5-2

л sn

× ехр 3 + 
c' a

4
5-2 11 +ln п(-

п

ΓK>×
7=1

причем в теореме 1 Λ*12 можно заменить на 7f*2,2.Примечание. Если ∣(Xm, t)∣≤Ct, т=\, п (см. лемму 2), то в предыду­щем разложении можно положить
1>5Л∣Λ*∣V2 ’а R∏2,2 оставить тем же, причем здесь s≥3 — любое целое число.

11. Lietuvos matematikos rinkinys, X∏-l
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Сформулированные нами теоремы выглядят довольно сложно, и поэто­му мы примем сейчас некоторые условия, при которых остаточные члены A*∣2 и ⅛2 станут более простыми.Начнем с теоремы 2. Пусть сл. в. Хт имеют ограниченные плот­ности, т. е.
pm (х) ≤ Cm ≤ ∞, т — 1, п.Тогда, согласно (6.1) из [6],α0‰ 7v)≥ 96(¼)* ,Tσm∣s(fc-1)(∣σml>+ΛΓt)C^ ’

1Если Bn=O(n), Lθnj-2 = 0 (ψU) и a≥aι>θ. то
2 a (‰ 8BjLjπ )≥C1(fc) 2 ∣σ^ι ,2(⅛-υ(∣σm∣2+i)Q
m = l m=lи скорость сходимости определяется величинамиa^*∙' ≈≡θ≈∙6 (1∕^r, +θs,b (1 +п); —а

¾. 2 ⅛ Qtnkl2 (ехр ! C2(k)∑ I σm∣>(⅛-ι) (| ст ,«+1) c∙
l m=l m+eχP Į -c≡ H⅛T })•

Аналогичные соображения позволяют установить, что при Pm(x I ^^m-ι)≤Cm≤ ∞, m=∖2 и,
1 1

Т s~2 < L s~2L∙sn 5⅛ ∙L⅛Λ =°(⅛)∙λ* > λ1 > 0, a ≥ a1 > О,скорость сходимости в теореме 1 определяется величинами ∙∙^ 1
------- T^ ИS — 2

п ~l÷1
+ τγ= e*p{-C5Uc)n},V пгде 

k∣σn∣2= ∑ Λ∕(J⅛∣A,.1).
7=1В заключение автор считает своим приятным долгом поблагодаритьВ. Статулявичуса за постоянное внимание к данной работе.Вильнюсский Государственный университет им. В. Капсукаса Поступило в редакцию3. VI. 1971



Асимптотические разложения 163

Л итература

1 В. А. Статулявичус, Предельные теоремы для сумм случайных величин, связанных 
в цепь Маркова, I, Liet, matėm, rink., IX, 2 (1969), 345—361.

2. В. А. Статулявичус, Тоже, II, Liet, matėm, rink., IX, 3 (1969), 635 — 672.
3. В. А. Статулявичус, Тоже, III, Liet, matėm, rink., X, 1 (1970), 161 — 169.
4. В. А. Статулявичус, Локальные предельные теоремы и асимптотические разложе­

ния для неоднородных цепей Маркова, Liet, matėm, rink., I, 1—2 (1961), 231—314.
5. А. Рауделюнас, Предельные теоремы для сумм случайных векторов, связанных в 

неоднородную цепь Маркова, II, Liet, matėm, rink., ∏, 1 (1962), 115—124.
6. Р. Л а пи н ск а с; О локальной предельной теореме и асимптотических разложениях в 

многомерном случае, Liet matėm, rink., XI, 4 (1971), 817—831.

APIE DAUGIAMAČIŲ ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ, SURIŠTŲ Į NEHOMOGENINĘ 
MARKOVO GRANDINĘ, SUMOS TANKIO ASIMPTOTINIUS DĖSTINIUS

R. Lapinskas

Reziumė)

Darbe įrodomos dvi teoremos apie asimptotinius dėstinius, kai egzistuoja s-ji sąlyginiai mo­
mentai (1 teorema) arba s-ji besąlyginiai momentai (2 teorema). Be to, nurodytas būdas, kuriuo 
remiantis daugiamatės charakteringos funkcijos asimptotinį dėstinį galima gauti tiesiog iš vienma­
čio.

THE ASYMPTOTICAL EXPANSIONS FOR THE DENSITY OF THE SUM 
OF MULTIDIMENSIONAL RANDOM VARIABLES COMBINED INTO 
NONHOMOGENEOUS MARKOV CHAIN

R. Lapinskas

{Summary)

T wo theorems on asymptotical expansions of random variables mentioned above are proved: 
theorem 1 — when the s-th conditional moments exist and theorem 2 — when unconditional 5-th 
moments exist. A simple method for getting multidimensional asymptotical expansions for cha­
racteristic functions directly from one dimensional ones is offered too.

ιr




