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/Общая теорема сходимости произведений независимых случайных вели­чин к логарифмическим законам распределения (з. р.), доказанная в ([1], теорема 2), позволяет строить критерии сходимости к данным законам. Рас­смотрим сходимость к двустороннему логарифмически нормальному закону с функцией распределения (ф. р.)
L(α0, a1, х) =

a°2aι [1 — Cr(In 1 ле)], если х<0,
1 - oc°2°tl [1 -G(Inx)], если х>0,где 0<->-⅛∕'4* 

и параметры распределения a0 и a1 удовлетворяют условиям: 0<ao≤l, ∣a1∣≤a0. В частности, при a0=a1=l получаем классический логнормаль­ный з. р.Характеристическим преобразованием (х. п.) ф. p. F (х) называется диа­гональная матрица с элементами на главной диагонали:
+ ®

n⅛(t) = j xl"sgπ',xdF(x), √ = 0, 1,
— оогде черточка посредине знака интеграла означает, что из промежутка инте­грирования исключена точка х=0.Поскольку упомянутая теорема получена с помощью х. п., то сходимость ф. р. в ней имеет следующий смысл [2]: ф. р. Fn (х) при n→∞ сходятся к пре­дельной ф. p. F (х) тогда и только тогда, когда Fn (x)→F (х) в каждой точке непрерывности ф. р. F(x) и Fn(0)→F(0), Fn (+0)→F(+0). Такую сходи­мость назовем М-сходимостью.1. Пусть ξn, ξn, ...,Ęnk/i (n=l,2, ...) - последовательность серий не­зависимых в каждой серии случайных величин, удовлетворяющих условию М-предельной пренебрегаемости: для любого ε>0max Р ((∣ξrt∣-l)2>ε)→O (n→∞).

l≤k⅛kn \ /

2. Liet. mat. rink. XII. 2
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Рассмотрим произведениеζ∏ ^nζnιξπ2, • • ∙, ζ∏kn∙ (1)где {fln} — некоторая последовательность положительных чисел. Положим P(ξnt<O) = ⅛, P‰>0) = ⅛,, ( ξrt, если c+k5≈⅛,
ζ∏k=∖ κ 4- -I -ξnfc. если c+k<cak.Ф. р. случайных величин ξπk и ζ,πk обозначим Fnk (х) и F„k (х).

Теорема 1. Ф. р. произведений независимых Μ.-предельно пренебрегае­
мых случайных величин (1) при надлежащем выборе ап М-сходятся к ф.р. 
L (α0, a1, х) тогда и только тогда, когда для любых t> 1 и c>i при n→co 

kn .1) ∏ (c'⅛÷(~ ^Vcnk) → a√> √ = 0, 1;
Л=1
kn2) ∑ { f ¾w+ f адр;
t-, 0<∣x1≤] ixls'

kn
3) ∑ { f ln*,x∖dFak(x)-[ f In ; x ■ 7Fllk(x)j2∣→ 1;Ä=1 lι i 1 . f

- <i x i <c — <1 x ∣<c

kn4) a1 2 j in∖ x∖dF,πk(x)→0∙,
it< — 
c

f ln∙∣x∣¾(x)→0.
1c<--- -
c

Все допустимые значения а„ имеют вид
kn¾ = exp{-∑ p(Jt≠o)^ f ta!x∣Λ⅛(x) + o(l)}.

l Ar=l 1
- <1 X I <с сДоказательство. Элементы х. п. закона L (a0, a1, х) имеют вид

⅝ (0 = <⅞∕a, G)/(2) (0, (0 = aι J⅛(7J *
_ r1где∕<1> (t) = e 2, ∕<2> (t)≡ 1. Поэтому, согласно теореме 2 из [1], ф. р. произ­ведений (1) М-сходятся к L (a0, a1, х) тогда и только тогда, когда при n→∞ для произвольных фиксированных ε>0 и τ>0 (ε<τ) выполнены следующие условия: в случае a1≠0
kκI) ∏[ (⅛ + (-1)-,cλ⅛J → aj, √=θ. 1;

Л=1II) ф. р. сумм ξnl÷ξn2+ ... + ξnkzι + lnan,

5) ≈1 ∑
Л=1
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III)
f х dF'πk(-ex) →O∙

I х l<τ
IV)
V)

где независимые случайные величины ?лЛ имеют ф. р.Λnk (х) = Р (In I ξnfc I < х I ξnfc ≠ 0), сходятся к нормальному закону G (х);
knΣ

Λ=l

knΣ
А-=1

knΣ
k = 1В случае α1=0 сохраняются только условия I) и II), а остальные явля­ются излишними.Поскольку случайные величины ξnk предельно бесконечно малы [3], согласно критерию нормальной сходимости ([4], стр. 329), условие II) имеет место тогда и только тогда, когда для любых ε>0∏τ>0 при n→∞ 
кп кпΣ f ^Лпк(х)=2 P(ξnk≠O) { f iM∏k(x) +

k=l lxl≥ε A' = l 0<[xι≤e-e

I
P(⅛t≠0)

( P(ξnk≠O) f ln∣x∣¾(x))2}→I.
e~ 1, < I х 1 <eτВсе допустимые значения ап определяются из соотношения 

k∏-ln°n=∑ f ^Λnt(x) + o(l) =
k=∖ ∣x!<τ=Σ

Ar≈l

1 f ln i х i dFnk (x) + о (1).
e ■ < . x i < e *Освободимся в этих условиях от множителей перед интегралами. Так как для любого 0<ε<lmin P(ξnfc≠θ)≥l- max p((∣ξπft∣-l)2>ε], l≤k≤k,j l≤Λ≤Λrt ' /

2*
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. то из M-предельной пренебрегаемости случайных величин ξnfc следует, что min P(ξ⅛≠O)->l (n→∞). (2)
l≤Jt≤fcnСледовательно, для всех достаточно больших п и всех k (l≤fc≤fc,,) верны неравенства Р (ξnfc≠0)>^-, в силу которых
o≤∑ { ∫ dpM+ f <¾ω)≤

*=l 0<∣x∣≤e-e ∣x∣≡≈ee

≤Σ P(ξn⅛≠O) { f dFnk(x)+ f ¾(*)}≤

λ=1 0<l X ∣<e ε ∣x∣≥eε

kn≤2 Σ { f d^(χ)+ f <"⅛ω}∙
fc=, 0<∣x∣≤e^ε lx∣≥eεОтсюда, если положить eε = t, вытекает эквивалентность C1) условию II). Рассмотрим далее условие С2). Положим' eτ=с,

∣c п

a∙∙'c^=Σ { P(d≠0)- ∕ ln≈∣x∣rfFπtW-
Л=1 I 1 ,— <1х 1< с

с

~ ( P(ξn*≠O) f ln 1 x i df"k <x)) } ’

I— < i x i < c 
c

k„
⅞(c)=∑ { f ∣∏≈μ¾W-

∕c=l 1 1- <IXI <cc

-( f In I x I dFnt (x))8}.2<∖l<c
CИз неравенств

k∏ ∣λ(c)-⅜(c)∣⅜∑ (p⅛≠o)~1){ f ta*H¾w- 
k=l ' 1— <IxI<c

c

I <∣xj<c
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kn!ΛW-⅛M∣≤∑ (>-P(ξrt≠O)){ pσ'^0) f tot∣χ∣rfFrt(χ)- ” —<lxl<c
c-(-∏⅛or f in∣^∣¾ω)8I≤ι≡χJι-p(ξ.t≠o))^(c),

—<∣λ∣<cсогласно (2), вытекает эквивалентность С2) условию III).Кроме того, условия IV) и V) с учетом того, что в случае α1=0 они долж­ны быть излишними, можно переписать в виде условий IV) и V). Условие же III) является следствием условия II). Действительно, поскольку
Λnk (х) = Р (In I ξnk I < х I ξnk ≠ 0) = Р (In j ξJljk [ < х! ξ'πk ≠ 0),то из условия
kn∑ { f ¾w+ ∫ ¾w}-*-l n,,L,<ι ∣*∣>'k 1 O<∣ΛT∣≤-J-

kn
=∑{ f ¾ω+∫¾ω∣-Σ f

1 ’ χ>r , Λ=l ∣x∣≥

к,

k=l 0<X≤γвытекает III).Теорема доказана.2. Рассмотрим схему нарастающих произведений, когда случайные ве­личины ξ1, ξ2, ..., ξk, ... с ф. р. Fk (х), fc=l,2, ..., имеют конечные М-мате­матические ожиданияmt = M(ln [ξt 11 ξt≠0)и М-дисперсии⅛2 = D(ln I ξs I! ξt≠0).ПоложимP(ξt<O) = ⅛-, P(ξt>O) = ⅛+,ξi=∕ если ft+≥c*^,I — ξt, если cį < cf,^⅛W=P(ξ*<χ).2>.=1∕ ∑ dl.Λ=lТеорема 2. Ф. р. произведений

nζ.= ∏ ∣ξte-m*∣β"sgnξt
k = 1

(3>
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независимых случайных величин ζk, k=l,2, при n→∞ М-сходятся к 
ф. p. L (α0, a1, х) и max dk∣Dn→Q тогда и только тогда, когда выполнены 

1≤A≤λ 

следующие условия-.
в случае a1≠0 для любого ε>O при n→∞

1) ∏ (<⅛÷ + (-O¼-)→a,∙, 7=0,1;
Л=1

2) ⅛W=⅜∑ f ⅛-⅛W1(<l-F1(-e∙)Mi
" fc=l ∣x-mλ∣>εDπ

3) ⅛ ∑ f Vc-mk)df⅛(-≡x)→0'∙

n k=∖ -00

4) 5i Σ f (-t-'"ιWH(-eχ)→0.
n k=l -∞

В случае a1=0 сохраняются только условия 1) и 2).
Доказательство. Произведение (3) перепишем в виде (1), полагая

j_
а, = 1, ξrt = I ξ4 e""* Id" sgn ξt.

Ф. р. случа йной величины ξnk обозначим Fπk {x), а элементы х. п. nkwj (г) 
7=0,1. Условную ф. р. случайной величины ξ при условии ξ≠0 обозначим 
F(x I ξ≠0) с такими же индексами, каки у случайной величины. Элементы 
х. п. произведения ζπ обозначим nwj(t), 7=0,1. Тогда

n>vj (0=∏ ntwj(t), J = 0, 1.
А=1

Если ф. р. произведений (3) при n→∞ М-сходятся к L (a0, a1, х) и 

max
1 ≤A≤λ 'Dk →o, (4)

то из этого следует, что

nM'o(0)=∏ (4 + cJ→a0> 0.
А=1

Кроме того, очевидно,
c,‰ =P(ξπb > 0) = P(ξjk > θj = ⅞h,

⅞⅛ = P(ξ∏fc<O) = P(ξk<O) = c⅛^.
Следовательно, для любого k c+k + c~k = ck +ck >0 и

P(ξf,b≠O) = P(ξfc≠O)→l (fc→co). (5)
Поэтому существует наименьшее положительное значение вероятностей 
неравенства ξk≠0ι

min Р (ξk≠O) = p> 0.
i

(6)



Сходимость к логарифмически нормальному закону 23

И наоборот, если выполнены условия теоремы 1) и 2), то имеют место (4) и, очевидно, (5) и (6). Действительно,+∞max jįĮ = max ~įįi f (x~ wk)2^[⅞(ex∣ζk≠θ)~"
1≤Λ≤∏ ∙½ι 1≤Λ≤λ π -l00—fį(—e*∣ξt≠0)]≤ε,+~A,(ε)→0,когда n→oo, а затем ε→0.Таким образом, как в случае доказательства необходимости, так и в слу­чае доказательства достаточности условий теоремы, в каждом случае имеют место (4), (5), (6). Отсюда следует, что случайные величины ξnfc удовлетво­ряют условию М-предельной пренебрегаемости ([5], лемма 6): при n→∞ .max ∣b1h⅛(z)-1 l→0

1 ≤Λ≤n
(7)

равномерно в каждом конечном z-интервале. В самом деле, так как 

то

≤-2* -f ln2 x dFnk(x ξnt≠0)=^ (⅛-)2,
откуда, согласно (4), вытекает (7).Поэтому к произведению (3) применима теорема 2 из [1], которой мы уже воспользовались в п. 1. Условия III) — V) этой теоремы, поскольку

F„k (x) = Fk( х ∖d" emk sgn х),
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можно переписать в виде:
л2 fdFl ( —e*)→0, (8)

Λ=l I x-mk ∣≡sεDn

л⅛ Σ f (^-m4)<∕FH-e*)→0, (9)
Л= 1 I х—m∣i Į <~Dn

⅛ ∑ f (x-mk)idF'k(-ex)→0. (10)
" Λ=l I x-mfc I <~DnИз неравенств (для 0<ε<τ)

n л +∞
I ⅛Σ ∫ (x~mk)dF'k(-e*)∖≥∖-L∑ f (χ~mt)

Л=1 1 х—mk I <τDn fc=l — ао

<tf*(~e*)-∣ ⅛ ∑ ∫ (x-mt)dF'k(-e*) >

⅛=1 I x-fH∕c I >τ∙On

Л +∞ П
>∣⅛∑ ∫ (x~mκ)dF'k(-^) ∣ + τ 2 ∫ dF'k(-et}∙,

Λ=l — oo ⅛=1 lx—mk∖'½εDn
n +oo

į Jn ∑ f (x-mk}dF'k(-ex) Į>
П k=\ -ooH ⅛ Σ ∫ (x-mk)dF'k(-e) j +

Λ=l lx-m∣c}<τDn

n+ τ ∑ ∫ dF'k{-e×)
k=l ∖x-mk∖^εDnвытекает, что (8) и (9) эквиваленты условию теоремы 3). Из аналогичных неравенств находим, что и условия (8), (10) эквивалентны условию 4).Случайные величины ξnjfc в условии II) имеют математические ожидания и дисперсии, равные

+ оо +ооMξrt= ∫ x<∕Λnt(x) = -J- ∫ (In I х i - mk) dFk (х: ξk ≠ 0) = 0;
— 00 —00÷∞ +∞Dξ,t= ∫ x>rfΛlrtW-⅛ ∫ (ln!χ∣-mt)*rfF4(x∣ξt≠0) = ζ^

— оо — ооПоэтому условие II) при дополнительном условий Феллераmax Dξnk = max ⅛ →0 (n→∞)
]≤k≤∏ i≤λ≤λ D*

(И)



Сходимость к логарифмически нормальному закону 25

эквивалентно условию Линдеберга ([4], стр. 309): для любого ε>0 при n→∞

?»(*)= ∑ ∫ *2<M,λ(x) =
Jt=l ∣Λ∣≥ε

= ⅛ ∑ f (x-^)s<∕[Fi(^∣ξt≠0)-F4(-ex∣ξ*≠0)]→0∙
" *=1ПосколькуΛn(≡)≤^n(≡)≤~ Λ.(≡)∙то условие II) при выполнении (11) эквивалентно 2). Вследствие равенства I ξk ∣ = ∣ξfc I имеем оценку суммы (8)

0≤-∑ f <if∏-ex)≤-⅛i×
k=l lx—mk∖^tDn Пxį f (x-mkγdF'k(-e∙)^^h^), 

k=∖ ∖x~mk∖^Dnв силу которой условие 2) влечет за собой (8).Тем самым теорема доказана полностью.3. Пусть ξ1, ξ2, ... - случайные величины с одной и той же ф. р. F(x) и существуютM(ln I ξlt II ξll≠0)=m,D(ln∣ξt∣∣ξi≠0) = <F>0.ПоложимP(ξt>O) = c+, P(ξt<0) = c'.
Теорема 3. ,Ф. р. произведений

ζ>1=∏ l^e^m∖dv "sgnξt,
Λ=l

независимых одинаково распределенных случайных величин ξk, fc=l,2, ..., 
при n→∞ М-сходяпгся к ф. р. только двух типов:а) к ф. р. L(l,α1, х) тогда и только тогда, когда F(0) = F(+0) < 1, 
причем

J 1, если F(0) = 0,°tl Į 0, если 0<jF(0)< 1;б) к несобственной ф. р. со скачком в точке х=0 тогда и только тогда, 
когда F (0)<F (+0).

Если F (0) = 1, то предельная ф. р. не существует.Доказательство. Проверим выполнение условий теоремы 2 для одина­ково распределенных случайных величин. Условие Феллераmax ~=-,L→0 (n→∞)∖≤k⅛n d∏ V п
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и 2), очевидно, всегда выполнены. Параметры α0 и a1 могут принять только 
два значения:

f 1, если F(0) = F( + 0),
a0 = lim(c++c-)" = j 0j если F(0)<f( + 0)

fl, если F(0) = F( + 0) = 0,
°tl Д™ С С I 0, если 0<F(0) + F( + 0)<2.

Кроме того, предел, который определяет a1, не существует, когда F(0) = l. 
Рассмотрим эти случаи отдельно.

а) Если F(0) = F(+0)=0, то a0=a1=l. Тогда случайные величины ξfc 
принимают только положительные значения, и условия 3), 4) теоремы 2, 
очевидно, выполнены.

Если 0<F(0) = F( + 0)< 1, то a0=l, a1=0 и условия 3), 4) являются из­
лишними.

б) Если F(0) <F(+0), τoa0=a1=θH предельная ф. р., как легко видеть, 
несобственная со скачком в точке х=0.

Теорема доказана.

Каунасский политехнический Поступило в редакцию
институт. Шяуляй 25.VI. 1971
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KONVERGAVIMAS PRIE LOGARITMIŠKAI NORMALINIO DĖSNIO

A. Bakštys

{Reziumė)

Straipsnyje yra įrodyti kriterijai, kuriuos išpildžius nepriklausomų atsitiktinių dydžių sandaugų 
pasiskirstymo funkcijos konverguoja prie dvipusio logaritmiškai normalinio dėsnio su pasiskirs­
tymo funkcija

L (α0, a1 x) =
[1-G(ln] xf)], jei x<0,

1—^+^L[1.c(inx)jt jei x>0,

u t*

0<ao≤ 1, 1 a1 ≤a0.
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DDE KONVERGENZ GEGEN LOGARIHMISCH-NORMALE VERTEILUNG

A. Bakštys

(Zusammenfassung)

Im Artikel sind die Konvergenzkriterien der Verteilungsfunktionen der Produkte von unab­
hängigen zufälligen Veränderlichen gegen zweiseitige logaritmisch-normale Verteilung mit Ver­
teilungsfunktion 

L(α0, α1, x) =
[1-G(ln∣x∣)l für x<0.

i 0to+gι
1 о [1- G(lnx)] für x>0,

и

0<αo≤ 1,

2

bewiesen.




