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Р. В. Восилюс
2. Продолжение расслоенийI. Рассмотрим и-мерное класса С® дифференцируемое многообразие 
Мп, над которым задано т-мер ное тоже класса С®, векторное расслоение ξ. Пусть дифференцируемая структура многообразия Мп задается открытым покрытием {Uy}t для каждой окрестности Ua которого задан гомеоморфизм φα на открытую окрестность эвклидова пространства Rn.Пусть точка χeMn лежит в пересечении Ua ∩ C7β двух координатных окрест­ностей. Этим окрестностям в пространстве Rn соответствуют открытые мно­жества φα (J7a) и φβ(C7p), обладающие отмеченными точками соответственно φβ(x) и <Pβ W∙ Пусть ra(x) ((»ответственно rβ(x)j такая трансляция про­странства Rn, которая переводит точку φa(x) (соответственно φβ (x)j в нуле­вую точку. Это для каждой точкиX∈σa∩ Щпозволяет строить окрестностиι∕a(χ)=raW (φa(σa∩ t∕s)), l∕8(x) = r√x) (φβ(σa∩ tzβ)) 
нуля пространства Rn.ФормулойΛ√*)  = ''(1(x)0⅜o'P∙ ' ora'W (•)зададим диффеоморфизм

‰W^βW→¾Wс неподвижной нулевой точкой.В дальнейшем буквой ξ обозначим как само векторное расслоение, так и векторное пространство, являющееся ^типовым слоем" расслоения ξ, Слой над точкой xeMn обозначим через ξx∙
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Структура векторного расслоения ξ задается отображениями
которые над пересечениями

U a ∩ Щ ∩ C7γудовлетворяют условию
‰(∙) = (φγ√∙)) (<⅛β(-))-Формулой'f⅛ (×) = Фр. o <Fχ 1 o r« <x)^1 (2)зададим отображение90а(х): U.(x)->GL(ξ).Тогда пара(√oAβW, 7oφβ,w)каждой точке x∈C7α∩δ∕β сопоставит элемент ⅛t(x) группы GLk(Rnt ξ), что даст отображение⅛√C∕a∩ U^→GLk(R", ξ). (3)Теорема 1.2. Над пересечением Ua(}U&n Uγ выполняется соотношение

⅛(∙) = (⅛(∙)) (⅛(∙))∙ (4>Доказательство. Известно, что⅛(∙)=(j‰(∙). 7Sφτ∙(∙))∙Следовательно, соотношение (4) будет доказано, если проверить равенства
∕βγ o∕aβ =∕aγ∙φτ.(∙)=((φτβ√.s)(∙)) (φM∙))∙Однако для такой проверки достаточно лишь воспользоваться определением отображений ∕aβ и φaβ.Например, в случае второго равенства имеем:
(⅛-,∙s °Лз)(∙)) (фр.(•)) = (фтр »Φ7l »'∙7l (•)) (фз. °Ф« 1 °г.1 (•)) =

= Φγa°Φa' » »7 ' ( ’ ) = φγβ ( ’ )•Теорема доказана.В дальнейшем группу GLk (Rn, ξ) обозначим через GLk (п, ξ).Следствие 1. Для каждого целого числа k≥0 над многообразием Мп 
определено главное расслоение с группой GLk (п, ξ).Эти расслоения обозначим через Bk (Mπt ξ).Пространство Dk (Rn, ξ) обозначим через Dk (л, ξ).Следствие 2. В силу того, что группа GLk (и, ξ) посредством пред­
ставления pfc левосторонним образом действует в пространстве Dk (w,ξ),
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для каждого целого числа k≥0 над базой Мп определено векторное рассло­
ение ξ*, типовым слоем которого это пространство является. При этом 
очевидно, чтоξ° = ξ∙

Теорема 2.2. Расслоение ξfc изоморфно к-му джет-продолжению рас­
слоения ξ.Доказательство. Пустьπ: ξ → Мnявляется канонической проекцией расслоения ξ. Для каждой координатной окрестности Uλ многообразия Мп определен изоморфизмωαιπ^1((7α) → C7α× ξ.При помощи этого изоморфизма каждая секущая поверхность σrl∕a→π→(σa)индуцирует отображениеψa=σa→ξ,

к-я. струя которого задает секущую поверхностьξ)расслоения ξ*.С другой стороны, джет-продолжение секущей поверхности σ определя­ет секущую поверхность расслоения Jk (ξ). Легко видеть, что соответствие таких поверхностей не зависит от выбранной тривиализации и определяет послойный изоморфизм. Это и доказывает теорему.В пространстве Dk (п, ξ) мы построили флаг подпространств
Tk(n, Q-.Tk(n, ζ)<≡Tk(nt ^...cTkk(n, ζ) = Dk(n, ξ).В силу теоремы (1.4) этот флаг инвариантен относительно группы GLk (п, ξ). Значит, расслоение ζk обладает последовательностью вложенных друг в дру­га подрасслоенийξ⅛⊂ξf⊂ξf ⊂ ... ⊂ξΖ = ξ*.Тем самым, каждый слой расслоения ξ обладает соответствующим флагом подпространств.2. Вернемся к дифференцируемой структуре многообразия Мп. Известно, что каждой точке x∈C7a∩ t7β соответствует диффеоморфизм
wι⅛)→wСледовательно, параΨ∣Sa (x} = (∕θΛ∣5 (x)∙ j О df,ti (x)jпредставляет элемент группы DLk+1(n). Это порождает отображение]

которое, как легко видеть, удовлетворяет условию (4).
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Следствие 3. Для каждого целого числа k≥0 можно говорить о главных 
расслоения* над базой Мп с группой расслоения DLk+1 (я). Эти расслоения обозначим через Bk (Мп).Как видно (теорема (1.6)), группа DLk+1 (я) является подгруппой группы 
GLk (п). Следовательно, она левосторонним образом действует в пространс­тве Dk (я).

Следствие 4. Для каждого целого числа ∕c≥0 над многообразием Мп опре­
делено векторное расслоение Tk (Мп) с типовым слоем Dk (я).Расслоение To (Мп) является касательным расслоением многообразия 
Mnt тогда как расслоения Tk (Мп) — его k-м джет-продолжением.Для каждого расслоения Tk {Mn) определена последовательностьTj (Mn) ⊂ Tf (Mn) c...cTkk (Мп) = Тк (Мп)подрасслоений, задающая флаг подпространств в каждом его слое.В силу теоремы (1.5), расслоение Tį (Mn) изоморфно расслоению тензо­ров типа Tf.3. Пусть

rkeBk(Mn, ξ), veDk{n, ξ).Согласно определению присоединенного расслоения, элементом простран­ства ξfc является класс эквивалентности пары (rk, v) относительно такого действия группы DLk+1(ri), которое эту пару при помощи элемента aeDLk+1(n переводит в пару
(r*β> рЧа-1)«).Здесь rka задается правым действием группы DLk+x (я) в главном расслое­нии Bk (Mn, ξ).Через
πkιBk(Mnt ξ)→Mnобозначим каноническую проекцию этого расслоения. Если πk рассматривать как отображение пространства Bk (Mn, ξ) в базу расслоения ξ*, то можно го­ворить о „поднятии расслоения ξfc"z(ξfc)* = (πψξfc.Часто употребляемую конструкцию „продолжения форм над многообра­зием" покрывает следующая хорошо известная теорема.

Теорема 3.2. Расслоение (ξfc)* обладает каноническим гауссовым отобра­
жением ωfc: (ξfc)* → Dfc (я, ξ).Доказательство. По определению поднятия векторного расслоения элементами (ξfc)* являются пары

(RlceBk(M", ξ)x, t>*eξ*).В свою очередь, элемент vk задается фактор-классом пары (γa, v). Это определяет единственный элемент а группы DLk+1 (я, ξ) такой, что
Rk = rk а.
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В пространстве Dk {n, ξ) определим вектор w, полагая

w = ρfc (α-1)(^).

Легко проверить, что это отображение корректно и является изоморфиз­
мом на каждом слое.

Теорема говорит о том, что каждая точка расслоения Bk (Mπ, ξ) задает 
изоморфизм между слоем расслоения ξfc, взятым в той же точке, и пространс­
твом Dk (п). Это позволяет расслоение Bk (и, ξ) называть „расслоением ре­
перов А:-го порядка".

Если

rkeBk(n, ξ),, vkeξk,
ТО

ωfc(rfc, vk)

задает „координаты" вектора vk относительно „подвижного репера" rk.

3. Порядок изотропии однородного пространства

1. Однородное пространство — это дифференцируемое многообразие Mn, 
в котором эффективно левосторонним образом действует транзитивная груп­
па преобразований G. Обычно рассматриваются однородные пространства 
с отмеченной точкой о. Тогда естественным образом возникает замкнутая 
подгруппа Яс G — стационарная подгруппа этой точки.

Рассмотрим связные однородные пространства вида G/H.
Теорема 1.3. Для каждого k≥0 стационарная подгруппа Н левосторон­

ним образом представлена в пространстве Bk (Мп) о.
Доказательство. Пусть Ua — некоторая координатная окрестность, 

содержащая точку о. Тогда расслоение

Bk(Mn),ua

тривиально. Соответствующая тривиализация позволяет каждую точку

rkεBk(Mn)o

представить в виде пары

(πt'∙t. (Л/, Jk0df)], 

где
πk'.Bk(Mn)→ Мп

каноническое отображение этого расслоения и

/: U→ V

некоторый диффеоморфизм окрестностей нуля пространства Rn. Этот диф­
феоморфизм можно задавать в виде отображения

f-.u→u,(0),
где, как и раньше,

иМ = г(0)^(иа).
3. Liet. mat. rink. XII. 2
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Если C7p — некоторая другая координатная окрестность, содержащая точку о, то rk относительно этой окрестности представляется в виде пары (π*(л (Аз-√), √U(Aβ«/))) •
Сейчас точке

rk<≡Bk(Mn)0,относительно окрестности (7α, задаваемой в виде пары(π*r*, (jk0f, Jk0d∩),сопоставим в соответствие диффеоморфизмφ≈ 1 °'7,(o) °/: U→Mn,который нулевую точку пространства Rn отобразит в точку о. Так как 9β 1 o ''β 1 (о) o∕aβ of= ψΓ1 ° Г~1 (о) о/,то этот диффеоморфизм не зависит от выбора координатной окрестности точ­ки о.Формально напишем равенство вида'∙* = (√δ'', Jo<Hгде
г: U→Mn,некоторый диффеоморфизм, такой, чтоr(0) = o.Пусть hεH — произвольный элемент этой подгруппы. Сейчас очевидно, что, сопоставляя репер, задаваемый при помощи диффеоморфизма
r: U -> Мп,и репер, задаваемый диффеоморфизмом
hör'. U→ Mntмы и получим требуемое представление.Это представление обозначим через τfc.

Теорема 2.3. (см. [6]). Kerτfc тривиально, если только k достаточно 
большое число.Доказательство. Если Kerτ' тривиально, то теорема доказана. Пусть A∈Ker √— некоторый элемент, отличный от единицы. Тогда(У о г, jl0 dr) = (∕0 (А о г), jl0 d (h o /•))для любого диффеоморфизма

r: U→Mn,такого, чтоr(0) = o.
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При фиксированной системе координат точки о это значит, чтоOU j'odh)является единицей группы DL,+1 (и). Следовательно,
∕oA=7,o 1.Однако, в силу эффективности действия группы G, h не является тождес­твенным преобразованием, и можно найти такое достаточно большое число st 

для которого выполнялось бы неравенство7o^≠7o Lпоказывающее, что
Us0ht f0dh)не является единицей группы DLs+1(ri). TeMzcaMbiM,
(jо (h о г), jod(hor)^≠(jξrt jsdr) и Λ∈Kerτ∖Если Ker τs является тривиальной подгруппой группы Кег √ — теорема доказана. Если это не так, то повторим еще раз процедуру исключения эле­мента группы Ker√, на этот раз выбирая элемент h1 достаточно близким к единице группы. Пусть t — наибольшее среди чисел s и j1. Тогдаdim Кег τf < dim Кег τz.Так как число dim Кег √ конечно, теорема доказана.Через р обозначим наименьшее число, о котором говорится в доказанной теореме.Теорема 3.3. Число р не зависит, от выбора точки х пространства G∣H.Доказательство. Пусть xeG∣H — произвольная точка этого пространс­тва. Выберем элемент geG такой, что
x=g<p).Пусть стационарная подгруппа точки х содержит элемент γ, который при любом выборе диффеоморфизмаг: U→G{H,подчиненного условиюr(0) = x,удовлетворяет равенству(√δ (Y o rY jδ d (γ о r)j = (jP г, jP dr).Сдвигом g~1 репер
rpx = (⅛r, jp.dr)перенесем в точку о. В этой точке мы получим репер

√Vfe^1°''))∙

з*
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Преобразование пространства G/Н, задаваемое элементом
h=g~1γgгруппы G, не двигает точку о. Значит, heH. Однакоτ<,(Ä)⅛ = [j⅛(h°g-1°r), jζd(h°g-1oг)) =
=(jo (g^1° (γ°',)). Jpod (s^1°(γ°'∙)))='∙S.

и, в силу произвольности репера rpo, h — единица группы G. Тогда γ — тоже единица этой группы, что и доказывает теорему.
Определение. Число р называется порядком изотропии однородного 

пространства.2. Теперь пространство Bp (Mn)0 разобьем на классы интранзитивности относительно индуцированного в нем действия τp стационарной подгруппы 
Н. Некоторый фиксированный такой класс обозначим через (Mn)o.Пусть xeMn — любая точка этого пространства. Выберем произвольный элемент g∈G, который отмеченную точку о сдвигом пространства G/H пере­водит в точку х. Каждому реперу

rpeB⅛(M*)oв точке х соответствует „сдвинутый" репер, который обозначим через gpr⅛. 
Теорема 4.3. Класс интранзитивности репера gprp в пространстве 

Bp (Mπ)x не зависит от выборов преобразования g и репера rp.Доказательство. Выберем два репера, принадлежащих классу B%(Mπ)o. Они определяют единственный элемент heH такой, что
rpo = τp(h)rpo.Тогда
γ=ghg~1является элементом стационарной подгруппы точки х. Поэтому
gp rp = (л (g oh o r)∙ J о d (g o h o r)) == ( Л (Y og or)∙ Jod(r°g°r)) = τp (y) ⅛proYчто и доказывает второе утверждение теоремы.Теперь произвольно выберем два таких элемента g1, gi≡G, для которых 
gι (o)=g2 (o) = x.Соотношением
gι = gzh определяется единственный элемент подгруппы Н, позволяющий написать равенство
g↑r'=gζ (τ'(A)r'),которое показывает справедливость и первого утверждения теоремы. Таким образом, фиксированному классу интранзитивности B⅛ (Mn)o соответс­твует „поле" таких классов. Принадлежащее этому полю множество репе­ров обозначим через Вg (Mrt).
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Каждому фиксированному реперуr°'∈Bg(Λ∕")0можно сопоставить правостороннее действие группы Н в множестве B%(Mn). Это действие задается следующим образом. При произвольно заданном ре­пере rp существует единственное преобразование g∈G, которое отображением 
gp переводит его в репер rpo. Сопоставляя с элементом h еН реперσJ(A)r>g' (τ"(A^1)⅛),и получаем требуемое действие.

Теорема 5.3. Bp0 (Мп) является главным Н-расслоением.Доказательство. То, что группа Н свободно действует в каждом слое, прямо следует из самого определения этого слоя и числа р.Над каждой координатной окрестностью Uλ многообразия Мп расслоение 
G (G/Н, Н) тривиально. Это позволяет строить гладкие отображения

S.Ua→H.Если r'∈BG(Λ∕")o,то
($(.))'г'^α→.Bg(Λ∕'∙)является секущей поверхностью в B% (Ма). Это B⅛ (Мп) превращает в диф­ференцируемое многообразие и определяет в нем структуру главного //-рас­слоения.

Следствие. Расслоения

Bp0(Mn) и G(G∣Ht Н)

изоморфны.
Определение. Расслоение Bpq (Mn) будем называть геометрической реа­

лизацией расслоения G(G∣H, Н).
Теорема 6.3. Каждый сдвиг пространства G/Н порождает изоморфизм

Bp0(M")→Bp0(M")

главных расслоений.Доказательство. Достаточно доказать, что индуцированное сдвигом отображение перестановочно с действием группы Н, т.е. доказать справедли­вость равенства⅛(A)(γ','∙5)=γ',(σ5W'∙j)относительно произвольно выбранного элемента γ группы G.Пусть фиксированный репер слоя B% (Mn)o задан в виде пары
rpo = (Jp0r, jpdr),где
г: U→Mnдиффеоморфизм, удовлетворяющий условиюr(0) = o.
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Для произвольного репера г? фиксируем такой элемент g∈G, что

ri = g,rζ.
Тогда

= ⅛(⅛) (jpo(-γ°g°r)> ⅛d(4°g°r) =

= Uo(~f°g° h^1or), jp0d(γ°g° Λ→or)).

С другой стороны,

γ',(σ¾⅛H) =

= tp (jpo(g°∣>-l°r), ⅞d(g<>h-1°f)) =

= [}pf>(.,Y°g°h~l°r)< Jod(γogoħ-1o )),

что и доказывает теорему.
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