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О НЕКОТОРЫХ ПРОСТРАНСТВАХ, ДОПУСКАЮЩИХ ГРУППЫ 
ДВИЖЕНИЙ МАКСИМАЛЬНОГО ПОРЯДКА

А. И. Егоров, Л. И. Егорова

В настоящей работе определяются 1) максимально подвижные в гомо- 
тетическом смысле четырехмерные римановы пространства ненулевой кри­
визны; 2) максимальный порядок групп движений в пространствах линей­
ных элементов усеченной несимметрической афинной связности.

1. Существует четыре типа римановых пространств v4, допускающих 
группы движений С8. Одно из них, определенное метрикой

Js2 = 2 dx1 dxi + X41 dx2* + 2 dx3dx2, (1)

допускает группу гомотетических движений С9. Среди остальных трех про­
странств нет ни одного пространства, допускающего гомотетические движе­
ния. Два из них негомотетичны по теореме Гу Чао —Хао, как допускающие 
транзитивную группу движений и знакоопределенные (ds2>0), третье также 
негомотетическое как допускающее ненулевую скалярную кривизну. Рас­
смотрим подробнее риманово пространство, определенное метрикой (1). 
Это пространство допускает транзитивную группу движений С8. Интегри­
руя уравнения Киллинга [1], находим следующие операторы группы:

1) Х1=Ръ 5) Ar5 = x4p2-x2p1,
2) X2=p2, 6) Xs = -x3p3 + x1p1-xipι + x2p2,

3) Х3 =Рз, 7) X1 = + х1) Рз - ⅞- Pi - x*P^

4) Ar4 = x2x4p3-~- p1-pi, 8) X3 = -≤- p3-x3p1 + x4p2.

Выясним теперь, допускает ли это пространство девятый оператор гомо­
тетических движений. Для этого надо интегрировать обобщенные уравне­
ния Киллинга [1]. Отыщем оператор гомотетии в виде

X9 = a1 (x1)p1 + a2 (x2)p2 + a3 (x3)p3 + α4 (x4) р4.
Из обобщенных уравнений Киллинга находим, что

0f1(x1) = 3χb fl2(x2) = x2i α3(x3) = 3x3j α4(x4) = x4.
Таким образом, девятый оператор гомотетии имеет вид:

Aγ9 = 3x1^1 + χ2p2 + 3x3p3 + xipi.

Итак, приходим к следующему выводу.
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Теорема 1. Из всех римановых пространств vi существует одно и только 
одно пространство с полной группой гомотетических движений С9, со­
держащей девять параметров.

2. Пространством линейных элементов усеченной несимметрической связ­
ности, называется многообразие X2n-i (х, х), в котором задано поле геомет­
рического объекта с компонентами A}k (х, х), преобразующимися при пере­
ходе от одной системы координат к другой по закону

.r дх$ ∂x"f ∂xi' да I 02xα dχi'
⅛k'~ ∂χj, ’ Ox*’ ~∂xi~ ∂χj,∂χk, ^∂χ*'

Для того, чтобы вектор vi инфинитезимального преобразования определял 
движение в указанных пространствах, необходимо и достаточно наличие 
условия

PΛ⅛ = 0, (2)

где D — знак левого дифференцирования вдоль векторного поля vi. Прежде 
всего, представим неизвестные v,j=v} в виде

⅛ = ω∕⅛, (α = 1, 2, . .р),

где ωj — составляют систему р — линейно-независимых ковариантных век­
торов, определяющих с точностью до множителя векторы u'fl. Мы предпола­
гаем также, что vi=0, ωj,χ-'=0 в рассматриваемой точке (х, х). Уравнения

P∩}t = 0, [⅛={ (Λ⅛-Λ⅛)],

содержащиеся в условиях интегрируемости уравнения (2) в точке (х, х) 
теперь запишутся в виде

Ωjk 2 ωX = Ω⅛jt 2 ωJt⅛ + Ωjħ ∑ ω⅛⅛ (3)
a=l α=l а=1

причем порядок групп движений по предположению удовлетворяет нера­
венству r>n2 + n-пр. Исследуя уравнения (3), получим, что для групп дви­
жений порядка г> л2-и+2, тензору ΩJjt необходимо иметь следующий вид:

Ω∙jk≈VlAk-⅛Aj + xiBlk. (4)

Из равенств (4) следует, что тензор ⅛=0. Легко показать, что тензор Ai.j 
симметрический и ранга J_ для групп движений порядка r>n2-n+2 [3], т.е.

Al.j-εlBlB,. (5)
где

p. _ I I А — .εi-±l, Ai J- dxj'

Ввиду того, что тензор Ai нулевой степени однородности относительно xα, 
получим

Ai j xj = εi Bi Bj xi = 0,
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откуда

Дифференцируя последнее соотношение по xj получим

(θ)B,jx'=-Bj. (6)

Из равенства (5) следует, что тензор Bl —-i степени однородности относитель­

но iα, т.е.

(7)

Из симметрии тензора Bi.j и (6), (7) заключаем, что 

Bi.j=0.

Таким образом, мы показали, что тензор ΩJfc зависит только от xα. Известно, 
что несимметрическую связность можно представить в виде суммы сопутст­
вующей связности и тензора кручения, т.е.

Δ}* = Γ]k + Ω⅛.

Учитывая, что тензор Ωjfc не зависит от xα и сопутствующая связность симмет­
рична по нижним индексам, можно сделать следующий вывод.

Теорема 2. Не существует пространств линейных элементов усечен­
ной несимметрической аффинной связности, допускающих группы движе­
ний порядка r> n2-n+2. С другой стороны, существует пространство 
со связностью

допускающее группу движений порядка n2-n+2. С операторами
= 1, 2, 3, ..., п

р„ x1p1, x1p2, X*p9, ęp = 3, 4j j л )■
Итак, мы убедились в справедливости следующей теоремы.

Теорема 3. Максимальный порядок групп движений в пространствах 
линейных элементов усеченной несимметрической связности равен точно 
n2-n+2.
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KAI KURIŲ ERDVIŲ, TURINČIŲ MAKSIMALIOS EILĖS 
JUDESIŲ GRUPES, KLAUSIMU

A. Jegorovas, L. Jegorova,

{Reziumė)

Įrodoma, kad tarp visų Rimano erdvių vt egzistuoja viena ir tiktai viena erdvė, su pilna homo- 
tetijos judesių grupe. Nustatyta tam tikrų erdvių judesių grupių maksimali eilė.

ON SOME SPACES ADMITTING MOTION GROUPS 
OF MAXIMUM ORDER

A. Yegorov, L. Yegorova

{Summary)

It is proved that there exists one and only one space with a full] group of homothetic mo­
tions G9 among all Riemanian spaces Vi. The maximum order of motion groups in spaces of linear 
elements with cut off nonsymmetrical compendency is proved to be equal to ni-n+2.


