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О ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ В Rk. ША. Бикялис 
1. Асимптотические разложения для распределений сумм О-решетчатых 

^-мерных случайных векторовЧерез μr (t) обозначим „моменты" г-го порядка:lxr(t)- ∑ ∕1j ∕2∣ ιk↑ ll(r.ιl.ι........ ιk) t{1tl2*... tkkt∕ι+Z>÷ ∙ ∙ -lfi=r

г = 3, 4, ....где μ {r.ιl,ιt....... ιk)- вещественные числа, Z1, Z2, ..., Zk - целые неотрицательные числа, t=(f1, t2, .∙.,tk). При этом пусть μ1(t)=0 и μ2(t) = (tK, t). Здесь (t, х) — скалярное произведение в Rk. Пользуясь формулой
г—3

×r(t)=μ.-(t) -∑ (r-T-ιy∣> μ-'-J-1 W⅛+ιft> ■∕-l (1)

определяем семиинварианты ×1 (t), κ2 (t), ..., κs (t). Пусть далееΛ(zt) = ×r+a (ft) 
(г + 2)!

+Σ Σ*
/ = 1

(Г-У/) (√7-√7-ι)∙ ∙ ∙(A-7i) ×r-jl+2W ×jrjlι+2 (ft)∙ ∙ ∙κ∕j-Λ + 2 (ft) ×Λ+≡ (ft)

rjljl-ι∙∙ Ji O'-77+2)! (7∕-7∕-i + 2)! .. .(72-7*1+2)! (Λ + 2)! (2)

+

Г-1 y7~1 7.-17,-1где Σ* обозначает ∙ ∙ ∙ Σ Σ » - класс борелевских множеств
Jl=l jt=^2jl=lв Rk∖ ЭД - класс выпуклых борелевских множеств в Rk;

∑(τ⅛)' '∙∙<-w>-ι⅛ f ./

× ξ(⅛)r p'^dtdx- (3)

Рассмотрим точность аппроксимации распределения Pn(Λ)=P{S,1∈Λнормированной суммы Sn= 1
Vn

Σ
7=1

ξ7∙ независимых одинаково распределен-
2*
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ных fc-мерных случайных векторов ξ1, ∣2, ∙ ∙ ∙,ξn интегралами Чебышева - Эрми­та, т.е. исследуем необходимые и достаточные условия для оценки остаточ­ного члена
5-2

д.(Л)=р,(Л)-2 (ψ-)' Л(-Ф)М).

Примем, что ξ1 имеет нулевой вектор математических ожиданий и поло­жительно определенную матрицу V вторых моментов.Об остаточном члене Rπ (А), когда или Λ∣∈QI, известен ряд работ [3, 4 , 6 —8, 10, 11, 14-16, 18, 21, 26, 52], в которых [получены [достаточные условия (ξ1, ξ2, ∙∙∙.∣n имеют конечные моменты 5-го порядка, выполнено условие Крамера (с) или для некоторого п0 распределение РПо (А) имеет аб­солютно непрерывную компоненту) для оценки скорости убывания Rn (А) 
s-2при n→∞. В наилучших оценках показано, что R„ (√4)=0 (n 2 ) при n→∞. 

3jnκb получены необходимые и достаточные условия для оценки Rn (А) при Λ∈SR. В случае же √4∈¾ полученные необходимые условия не являются достаточными. Для последовательности случайных величин ξ1, ξ2, . ..,ξπ, т.е. при k=l, впервые эту задачу решил И. А. Ибрагимов в [53]. Некоторые дополнения к его исследованиям опубликованы в работах [54, 55].Докажем следующие теоремы.Теорема 1. Для того чтобы при n→∞ имело место равенство
_ s~2sup ∣∙Rn(Λ)∣ = o(n 2 ) (4)

Ae,yt

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия'.1) справедливый одномерный аналог равенства (4) для последовательно­
сти независимых одинаково распределенных случайных величин(ξχ,t,) (∣2,t), ...,⅛,t) (5)
при любом t∈{t: It∣ = ]∕zj + ⅛+ ... + ⅛ = 1}‘>2) существует целое число п0 такое, что распределение Р„о (А) содер­

жит абсолютно непрерывную компоненту.Замечание 1. Из доказательства теоремы 1 вытекает, что достаточно существования справедливого одномерного аналога равенства (4) для неко­торой конечной системы векторов t из Rk, длина которых равна единице.Из теоремы 1 после очевидных вычислений вытекает теорема 2.Теорема 2. Если s — четное число, то для того чтобы при n→∞ имело 
место соотношение (4), необходимо и достаточно существование справед­
ливого одномерного аналога равенства (4) для последовательностей коор­
динат случайных векторов ξ1, ξ2, . ..,ξπ.Обозначим αr (t) = M[ (ξ1, t)r], r=l,2, ...,s.Замечание 2. Условие 1 теоремы 1 можно заменить следующими J услови­ями: 1) абсолютные моменты распределения Р (А) случайного вектора ξ1 до порядка 5-1 включительно конечны и для всех ∣t∣ = l a3(t) = μ3(t), ... . . ., as-1(t)=μi-ι (t),
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2)
I* I (x, t) Is”1 dF(×) = o(z^1), z→∞∖

l(x, t)∣>z3)
z zton f ... [ (x,t)s dF(x) = μ,(t)

7→CC *, ''

(6)
(7)

для всех 111 = 1.Доказательство теоремы 1. Необходимость условия доказана в [53]. Из (4) вытекает, чтоsup sup i f {x :(х, t) <y}) ∣ = o(n 2 ). (8)
111 = 1 yεRl 1 ∖ ' 'В интеграле
1=ι⅛F f fe '"x, 2 ∑ (i⅛y∙p∏'u^udx W

{x : (х, t) <Я Rk j = 1делаем замену переменных v=xT. В матрице Т m-й столбец равен t=(∕1, z2, ..., ffc). Индекс m выбираем так, чтобы m≠0. В других местах на главной диагонали стоят единицы, а остальные элементы матрицы Т — нули. Яко­биан равен —— . ПолучаемЛи
7--------(2π)* tm

f... f ...f f
vm<y -βo Rk

-ι(u(T->)',v)-

e
(u v. U)

2 Σ
7=1

-^Y Pj(iu)dudv.

Еще раз заменяем переменные интегрирования: z=u(T-1)'. Якобиан равен 
tm. Очевидно, (zΓ V,τT') = M (ξ11z1 + ... +(ξ,t)zm + ... + ∖vtzk^ .Далее μr (iz T') = ∑ 71!∕a'.^.∕⅛! ' <i'r: '■......... ,k> + z” ,ι)'* ×

Λ+∕ι+ ■ • • +^fc=r× (¾ + Zm r2)', ∙ ∙ ∙ (⅞ + z„ 7i)'t = i, zrm ×

× Σ
Ą+Ą+... +l∕ζ =r

r∖
Ą!/.! ...∕*!

= ∑ ⅛z,...,tzl'∙z2'∙...⅛.
h+...+lk=rТаким образом, имеет место равенство

Pr(izT')=Pn(izm) + ∑ ⅛∕. ...⅛ zf1⅞'∙ • •. z⅛ .
Ą+ • ■. + /jį=r+2
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Здесь Z1, l2, ..., lk - целые неотрицательные числа. Нетрудно заметить, что среди чисел Z1, Z2, ...,Zz-1, lj+1, ...,lk существует хотя бы одно число, не равное нулю. Prt (izm) определяем формулой (3), куда входят „моменты", умноженные на (izm)r. Получаем
∙Prt('⅛)<∕zm⅛ +

5-2

Σ Σ
r = l ∣l+...+ik=r+2

(2π)
00

× f ••• f ■■ ∞ . , 1 (zΓFΓ,z)
f f .(z,τ) 2

• J J e z',⅛∙∙, .zlfcdτdN.
— ос υzn<>, -∞ Rk

(10)
!(zT'VT, z)-----2~l-l

Пусть φ (v) — плотность нормального закона, характеристическая функ-}. Имеем
∂r+8φ(v)______ 1_ [ e~i (z’v)" zι1 zu √* dτ∂⅛<⅛...d⅛~ J 1 2’ *

Поэтому, если среди чисел Z1, ..., 7m.1, lm+1, ...,lk существует хотя бы одно число, не равное нулю, то( ■■■ [ ,д 77 ⅛∙∙∙⅛-ι⅛*ι-∙∙⅛ = θ∙Л -» <⅛∂v'i...∂vkkОтсюда следует, что в равенстве (7) второй интеграл равен нулю. Следова­тельно, из теоремы 1 вытекает справедливость одномерного аналога теоремы 1 для последовательности (10) при любом 111 = 1.Достаточность. Изsup «»P Į ∙Rn ({x:(x, t)<y}) | = o (n 2 )вытекают условия 1 —3 замечания 2. В силу (6) и (7)
f ∖x{lx⅛.. .χ1k∖dF(x) = o(z~1), z→∞,

I х ι>zгде Z1 + Z2 + ... +Zfc = 5- 1, и
z zlim f ... f √1*xl2∖..X*dF{x) = μu:/1,ιt........ ιk)

z→oo 
—z —zдля всех сумм Z1+Z2 + ... +lk=s.Дальнейшие рассуждения ничем существенным не отличаются от дока­зательства теоремы 3 из [14], поэтому их подробно не излагаем.Теорема 3. Для того чтобы при n→∞ имело место соотношение

5+8—2sup ∣Λ (Λ)∣ = O (и 2 ), 0<8≤l, (*)
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необходимо и достаточно выполнение следующих условий'.1) для случайных величин (ξ1, t), (ξ2, t), ∙∙∙, (ξn, t) при любом t из {t : ∣t ∣ = 1} справедлив одномерный аналог равенства (*);2) условие 2 теоремы 1.

Замечание 3. Условие 1 в теореме 3 можно заменить следующими усло­виями:1) конечные абсолютные моменты порядка s и для всех ∣t∣ = l μ3(t) = = α3(t), ...,∙μs (t)=as (t);2) при 0<δ< 1∫ ∣(x, t)∣srfF(x) = O(z-8), z→oo, (11)I (х, t) \>2для всех 111 = 1.В случае δ=l в (11) вместо δ подставляем единицу и принимаем еще од­но условие:3)
f ... J (х, tr+1rfF(x) = O(l), z→oo, (12)

для всех 111 = 1.
Теорема 4. Для того чтобы при n→∞ имело место соотношение

s+δ—2sup∣pnμ)-Φμ)l=o (л 2 ), o<δ≤ι,
необходимо и достаточно выполнение следующих условий'.1)

s+δ—2

sup Į Pn ({х:(х, t)<,y})-Φ ({х:(х, t)<j>}j∣=θ(n 2 )’.

2) условие 2 теоремы 1.Утверждение теоремы 4 вытекает из теоремы 3 и леммы 1 из [55].Доказательство теоремы 3. Необходимость условий 1 и 2 следует из доказательства теоремы 1.
Достаточность. Вместо условия 1 теоремы 3 используем условия 1 —3 замечания 3. Теперь из (11) и (12) получаем∫ ∣j⅛j⅛,. . .χlk∖dF(x) = O(z~8), z→∞,I X '.>zпри Z1 + 72+ ... +⅛=∙y И

f... f √11Λ⅛.. .χl*dF(x) = O(l), z→oo,
—z —zпри Zι+∕2 + ... + 7fc = s+l. Далее следовало бы повторить доказательство те­оремы 3 из работы [14].Теперь рассмотрим остаточный член Ra (Л), когда А принадлежит классу ЭД выпуклых борелевских множеств в Rk.
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Теорема 5. Для того чтобы при n→∞ равномерно по А
s-2

Rn(A)=° (« 2 )•

необходимо, а для распределений F(x), удовлетворяющих условию Кра­
мера

(c) Ūm ∣∕(t)∣<l,
I * ι→∞

и достаточно выполнение условия 1 теоремы 1. Здесь F (х) и f (t) — соот­
ветственно функция распределения и характеристическая функция слу­
чайного вектора ξ1.

Теорема 6. Для того чтобы при n→∞ равномерно по AεtM
д+8-2

Xn(A) = θ[n 2 ), 0<8≤l,

необходимо, а для распределений F(x), удовлетворяющих условию (с), 
и достаточно выполнение условия 1 теоремы 3.

Докажем только теорему 5, так как теорема 6 доказывается аналогично. 
Необходимость. При любом 111 = 1 и yeR1 множество {x : (х, t)<y} вы­

пуклое. Поэтому из (8 — 10) вытекает, что условие 1 теоремы 1 необходимое.
Достаточность. Не ограничивая общности, можно считать, что V — еди­

ничная матрица порядка k × k. Сперва докажем теорему 5 для распределения 
Pzλ G4) суммы

л
z" = 1⅛ ∑ (n>-jtfl∣y)

независимых одинаково распределенных случайных векторов η1, η2, ...» ηπι

ъ.
о,

если

если
i⅛j∙i≤ V«.
I⅞>l>l∕n∙

В силу леммы 10 из [49] для достаточно больших п матрица V вторых 
моментов случайного вектора η1 положительно определенная.

Пусть κr (t) — семиинвариант г-го порядка случайной величины (t, ηx- 
— Λfη1). Случайный вектор ξ1 имеет конечные абсолютные моменты до по­
рядка J—1 включительно (см. замечание 2). Кроме того.

7=∣Λf(ξ1, tr-M(¾, t)'∣ =0 (и 2 ) 

при Į11 = 1 и r=l, 2, ..., J—1. Действительно,

7=∣ f (×, tfdF(x) ∣≤
I х ∖>V~П

≤ 1/ п -<j-γ^1> ∫ ∣(x, t)∣1-1dF(x) = o (и~).
I X ∖>V~n

(13)
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Используя семиинварианты κr (t), r=l,2, . ..,s-1, строим (см. (1 — 3))ι асимптотическое разложение для распределения Pzπ (Л):

W)=∑ (1⅛y Я(-Ф)М).
г = 1Посколькуsup∣Ps G4)-Pz (Λ-Λfη1)∣ ≤∏P {∣ξ1∣>l∕n } = о (п 2 Λe<R л л \ /для всех Aε%I

K,(A)=o (n~)+∕⅛jt(Λ-Mη1)-∑ (^U)r P,(-Φ)(Λ-Λfη1)+
+ Σ (^j⅛)r [Λ(-φ)μ-M¾)-p,(-Φ)∏]=
= 0 (n~}+I1(A)+It(A).

Оценка I1 (А). В силу (1.1) из [49] следует, чтоsup 111 (А) ] ≤ 2 sup 111 (В) * Н (Bn') | + С (к) sup f ∖d ∆n (у + х) |.
Be5R yeRk (я)^

Здесь Н (В) — функция распределения (см. [49]); (Λ)ε - ε - окрестность- множества Л; * — знак композиции; Bn5={xns: x∈P}.Пользуясь равенством (13) и леммами 8 и 9 из [11], после несложных вычислений получаем
C(k)sup ( ∣rf∆ll(y+ x)∣ = o (n 2 ).

Функция Il(x)*H(nsx) абсолютно непрерывная. Ее „плотность" обозна­чим через рп (х). Очевидно, Į pn (х) ∣ ≤ C< ∞ при x∈Pfc. Имеем2sup∣71(B)*tf(n'P)∣= f ∣pn(x)∣<Zx≤
*9t į

½C(k)[[ (1+∣x∣2<j+*>)∣∕>ll(x)∣arfxj^.
RkПо многомерному равенству Парсеваля получаем

f ∣χ,∙l'⅛(χ)ls<∕χ=
Rk-(⅛ι ι∫J⅛[(≈-','','i"⅛(≠r)-i.<θ)*(-j⅛)]j'Λ <14)∙
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.для j=l,.2, ..., к и m=0, 2 (fc+j). Здесь h (t) — характеристическая функция (ft.(t)≡O при 111>1) и
s^2 / 1 47- (tk> *)∑ (w) Р;(И)е 2 .

Многочлены Pj (it) определяем равенством (2), где используем семиинвариан­ты κr (t), r=l, 2, s.Для оценки интеграла в правой части равенства (14) используем леммы 6,11,16,17 из [49] и соотношение (21) из [14]. Подробно все излагать не будем, только заметим, что из условий теоремы 5 (см. также замечание 2) вытекают следующие равенства:M∣(t, ηι)r1= f ∣(x, t)∣-1<ff∙(x) = o (fΓ2), (15)
lx∣>∕^πlim Λf(t, η1)j= lim f (х, t)5dF(x) = μs(t) (16)

y~n→eo ∕zι→00 )х1</_для всех Į11 = 1 и
∑ f ∣x,ψ+1rfF(x) = o(]∕w)∙ (17)

> = 1 lxl>∕πТак как { х : ∣ х ∣ > ]∕ п } ⊃ { х : ∣ (х, t) ∣ > ]∕ п, 111 = 1}, то из условия 2 за­мечания 2 немедленно вытекает соотношение (15).Пусть Z>={x : Į Xj ∣≤z, у=1,2, ..., к] , тогда(X, t)s<ZF(x) + f (х, tF<ff,(x)]. (18) 
D

lxl≤zЗдесь I f (х, tydF(x) ∣≤C(fc) ∑ f l¾∣jΛ=∙(x)≤
5 √ = ι iχj∖>z

∣ х ∣<z Ix I ≤ z

≤C(k) ∑ z ∫ lxy∣'-*<a≈∙(x)=o(l). (19)
j = l ∖Xj∖>zИз (18) и (19) вытекает (16).Обозначим

lim f (x, t)s*ZF(x) = lim Į f 
z→∞ , ' z→α> L '

x∣≤z D
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F1iχ. (х) - функция распределения случайной величины ηυ∙. Имеем
/л∫ ∣xr*<∕Λ,u(x)= - f xjdRj(x) =

3 _ 3_
lz π≤∣x ι≤∕ л /л

— _ 3 _ 3 _ n
= -↑∕nRj(]∕n) + ]∕nRj(]∕n) + f Rj(x)dx =

3_
V л

/л= o(l) + C(fc) ( ^=o(]∕п). (20): x ъ
V~nОчевидно,

f ∣xr1<ff∙,υ(x) = <>(]∕H). (21)
8 _

∣JC∣≤V лИз (20) и (21) вытекает равенство (17).Для оценки ∕2(Λ) используем соотношения (15 — 18) и после очевидныхвычислений (см. лемму 12 в [14]) получаем
s-2sup I ∕2 (Л) 1 = о (п 2 ).

Теорема 3 доказана.
2. ,,Формулы обращения“ для распределений сумм /и-решетчатых 

fc-мерных случайных векторовОпределение и основные свойства ти-решетчатых распределений Р(Л) = =P{ξ∈√4} fc-мерных случайных векторов изложены в первой части на­стоящей работы (см. определение 1 в [49], § 2). Не ограничит общности, но упростит вычисления, если в определении /и-решетчатых распределений при­нять: а=0 — нулевой вектор в Rk и
(hl 0 ... О 0 ... 0\О h2 ... О 0 ... ОЯ= О О ... hm 0 ... ОО О ... О 1 ... О\о О ... О 0 ... 1/Кроме того, предположим, что m первых координат случайного вектора ⅛=(ξi, ξ2, . ..,ξm, ζ∏∣+ι, ∙∙∙.ξk) являются решетчатыми, т.е. m-мерный слу­чайный вектор ξm=(ξι, ξ2> •••» ζm) имеет m-решетчатое распределение. С по­ложительной вероятностью он принимает значения только из ти-мерной ре­шетки {(v1A1, v2A2, ..., vmhm)}, где v,. v«...........vw,=0, ±1, ±2, ...
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Пусть A = Am× Ak.m — декартово произведение множеств
Ат из Rm={(x1,x2, ...,xm)} и Ak-m из Rk~m={χm+1, χm+2, ...,xi)K

*m = (xι> *2. •••» xm)> ×k-m = (xm+ι> ‰+2. ...» xk)',

x = (x1, x2, ..., xk) = (xm, xk-m)∖U {v‰e[v1+⅜! v1+⅛)×[v2-⅜i v2+⅛)×
vmeAm×... ×[vm-⅜i vm+^)[, (22)

vm = (v1, v2, ..., vm) — вектор с целочисленными координатами.Для распределения Р (А) справедливо равенство
P(A)=P{I,meAa, lk-meAk.m}=P{lmeAa, lt. „с Ak.m} = 

⅛1⅛.1∙⅛ f ∙∙∙ f H⅞∏.<≡A.-(*1. ¾.............
hl , hm

^ι∣≤τ

∣k-m∈A-m} Jxm=P{ξ + η∈Jm× Ak-m}.Здесь ^-мерные случайные векторы η и ξ являются независимыми. Функция распределения η имеет вид
β(x)= ∏ ¾⅛) ∏ Et(xi),

j=∖ i=m+lгде qj (xj) — распределение, равномерное на интервале — ≤ xj ≤ у ,
Ei (xi) ~ распределение, вырожденное в 0. Характеристическую функцию 

kраспределения Q (х) обозначим через q (t) = п ¾⅛)∙
7=1Пусть далее функция G (А) ограниченной вариации, G (Rk)≠0 и

G(A)= ∑ f rfG(vn,hn, xt.m).
vmeAm Ak-mИмеем <7M)= ∑ ∫ dG(vmhm, xt-m) = G*Q(Λm×At-m).
vmeAm Ak-mЗдесь vmhm = (v1A1, v2A2, ..., vmAra).Следовательно,sup |Р(Л) —(7(Л) ∣ = sup IP {ξ + η∈Λm × Ak~m}-G * Q(A~m× Ak-m)∣. (23). 

А АСледует отметить, что вообще G (Λfc)≠l, т.е. Р (Rk)-G (Rk)≠0.
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Лемма 1. Для любого Т>0 имеем

su^∖P(A)-G(A)∖^3sup I f [р (p + i)-G (в+i) ] <fff(y) ∣ +

+ 2 sup f

(Afn× A^_m) 2a

Λ7*β(x)∣ + 4∣ l-G(jRfc)∣. (24)
Т

Здесь а зависит только от к.В известных (см. [11, 19, 20, 24, 52]) формулах типа (24) вместо второго интеграла стоит интегралZ(Λ) = sup [ ∣JG(x + y)∣.
(А) 2а

ТПусть, в частности, G (х) — функция одного переменного х и имеет разрыв высоты р>0, тогда
supI(A)≥p.
ΛeQIПоэтому известные формулы типа (24) не дают нужной оценки sup I (А) = 

= 0 (у), которая используется для построения асимптотического разло­жения для распределения Р {Sπ∈^}, когда слагаемые ξ1, ξ2, ∙∙∙,ξn в сумме 
S„ имеют ти-решетчатые распределения (w>l).Доказательство леммы 1. Из леммы 6 из [11] и равенства (23) вы­текает

⅛ ∕[' (5÷τ)-⅛rψβ^ωl+

+ IGCR*)∣ ∕ ∖dG*Q{x)∖.

(АтхАк-т) 2а

^TrНетрудно заметить, что
и

sup
A&

P(Λ)-G(Λ)l≤sup∣P(Λ)-^ I I 1 - g {Rk) I i G{Rk)

∫ [p(*+ t}~g (b+f)] d∏ω 1 ∣1-G(Λλ)II G(Rk) I + I G (Rk) I
Лемма 1 доказана.
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Пусть теперь А — к-мерный „интервал". Следуя Б. вон Барой’ [11], 
введем операторы Pj, j=∖,2, ∙∙.,k, проекций, т.е. Pjt является проекцией 
точки tεRk на гиперплоскость tj=0. При этом для каждой функции v (t) 
предположим, что Pjv (t) = v (Pjt),

^(Ht)g(t)) = (p,∙v(t)) (Pjg(t)).

Имеем
≈,(t)= ∑ [ ∏ (1 -« (ij'>pj) ∏ u('λ)pλ] ≈>(t). (25)

(Г. Л) γeΓ λ∈Λ

Здесь суммируем по всем разбиениям (Г,Л) совокупности индексов 
(1, 2,. к\, и (tγ) — одномерная характеристическая функция.

Обозначим

/=[Ь; d) = 7n, × 7t~m = {(x1, хг..........xk)-.b1^xk<d1, bk≤xk<dk},
где

∕m = {(⅛ -∙∙. ×m)-bk≤xk<dk.......... bm≤xm<dm}
И

4-m = {(xm + l> •••» xk) : ^m + l ≤ *m + l < ^m+l> •••» ¼t ≤ < <4 }

множество Im определяем равенством (22) и пусть

Im = I (x1, х2» ∙ ∙ ∙ . ×m) • «1 — 4 ≤ < 4 + J ’ • • • ’ nm ~ J ≤ Хт < } »

где n1, ..., Λm, ∕1, ..., lm- целые числа;

Ят(7)= f (р (l + ±}-G ([ + ⅛)∖ dH*Q(y).

Rk ' /
где

Я(У)= П я.о-д
7=1

ff1 (yj) - абсолютно непрерывная одномерная функция распределения, ха­
рактеристическая функция A1 (tj) которой удовлетворяет условиям:

1) h1 (tj) — вещественная и 0 ≤ h1 (tj) ≤ 1,
2) h1 (tj)≡Q при 1 tj I> 1,
3) имеет конечные производные достаточно высокого порядка. Пусть

A(t)= ∏ A1(G∙)
7 = 1

И

*>(t)=∕(tj-s(t).
тогда

flr(t) = 7⅛ f ≈(t)l(t)A(τ) П g "'⅛ — jt- <26>
Rk J-l



О центральной предельной теореме в Rh. III ЗВДалее 4 = {tNM≤ε,j=l, 2, ∕e = Pt-∕ej‘г = ∏ Λtj ГЛ= ∏ PYt; ∕e(Γ) = {trc∣rγ∣≤ε, γeΓ}j 
λeΛ γ∈Γ∆t = sup 12⅛Γ I f f(‘)?(‘)Ä (I) ∏ '1∑i,1 dt I-

4 j~'Лемма 2. Пусть ∣ grad G* Q (x) ∣ ≤ L, тогда для каждого T>0 существу­
ют „постоянные“ C1 (k) и C2 (k), зависящие только от к, такие, чтоsup∣P(7)-G(∕)∣≤A ∣l-g(O)∣ + ≤φb+∆e +∕ εo J-

(Л, Г) ∕e(Γ)∩∕rγeΓ

, C. (k)
εo

∑>! f π(r','⅛∙"',4c,>⅛(-⅜))χ

(Л Г1 Z (T4n7_ vcΓ1 ' '×∏(l-e α'rpγ)t> (tr)<Ztr
γer

(27)
Здесь Σ' обозначает, что Г не пустое множество', в sup | ... | „интервал“ 

I7=[b; d) ограниченный', ε0 = εfc, если ε<l, u ε0=l, если ε≥l.Неравенство типа (27) впервые доказали С. Μ. Садикова в [9, 12] и Б. вон Бара в [11].Доказательство леммы 2. Из леммы 4 в [11] и соотношения (23) вытекаетsup I P(I)-
1 !

G(I) 
G (Rk)

∣< Cι(k)L 
Г TI G(Rk) i -r+3T∣ f (p-wr)(z+⅜)rf6*^!∙

RkОтсюда получаемsup ∣p(∕)-G(7)∣≤4∣l-G(Λ*)l + ^^ +
+ 3sup I f (P-G) (∕+-^) rfβ*ff(y) J.

RkИз (25) и (26) следуетЯг(/)—⅛ f ∏ e "idj~le h (-≤) g(t)p(O)e-'<.∙rft + j-i
÷<⅛Σ'

(Л. Г) 'e (Λ) λ∈Λ

(28)
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× ∕(π

Ze(D xγeΓ× ∏ (1—e αrγPγ) τ>(tr)tZtr +
γeΓ

k+7⅛ f v(t)9<t)Λ (--∣) n
∕ε ;=1Отсюда и из (28) вытекает неравенство (27). Лемма 2 доказана.

3. ,, Формулы обращения“ для распределений сумм ^-решетчатых 
^-мерных случайных векторовРассмотрим fc-мерный невырожденный случайный вектор ξ с ^-решет­чатой функцией распределения f,(x), который принимает значения из А>мер- ной решетки {a+vH'}> где v — вектор с целочисленными координатами, ff' — невырожденная транспонированная матрица ff. Докажем две леммы. При &=1 лемма 3 доказана в [2], а лемма 4 в [56].

Лемма 3.

p{ξ-ae[N-b M+4]JΓ} =

= ⅛F f /(ÖH’1) И
l-π∙. π] 7=1

Здесь [ — я; π] = {(Θ1, Θ2, ...» 0fc): — π≤Θ1≤π,— π≤Θ2≤π, ..., — π≤Θfc≤π}∙,[N-I; M+i]tf, = {x∙ff'zΛΓ1-4≤x1≤Λ∕1+l, Я2—∕∙≤x2≤ Λf2 +-*-, .... jVį —-~ ≤¾ ≤ Λ∕t + ∕ I;N = (ΛΓ1, Ni, ..., Nt), M = (Λ∕1, Λf2, .... Mk).

Следствие. В случае

∕ h1 0 ... О ч

"= oλ∙.∙.∙.o
\ A A L /о о ... v

.где hj>0, y=l,2, ..., к, получаем

Р j(ξ-a)e[N-b М+|]я'} =
* --¾(^∙4) -',a¼+D=-<⅛ ∫∕ω*-'tt-, ∏ ⅛ - ------------⅛-------------- dt-

i 7∙=ι 2z sin —у

— e



О центральной предельной теореме в Rh. III 33

Здесь

'÷ -⅞<⅛≤⅛.....⅛≤*≤⅛)∙h1 tl h1 ’ * • * ’ hk ≤tk ≤Доказательство леммы 3. Поскольку
f (2π)fc fe'(∙∙<v-^∙)rftJ ⅛r ПРИ v=μ∙ 

i I о при v≠μ,где Į H I — определитель матрицы Н, μ — вектор с целочисленными коорди­натами, то из равенства
∕(t)= e'<t∙∙+'-",>P{I = a + vH'}

veRkвытекаетP{∣ = a + μ∕Γ} = 72^- f
Очевидно

М Д -'βΛ¾-D -'θ>(mΛ-2)
У e-i (t, a+v∕∕') = e-i (t, а) Г1 _£____________ z£_____________ '

V = N 7=1 2/sinЗдесь ttf=θ = (Θ1, Θ2, ..., Θk). Из (30) и (31) следует утверждениеПусть далее матрица Н имеет вид (29). При этом
g(t)= 2 ei<t'a+^'>G(a + v^,)

V

(30)
(31)

леммы 3
и

∑

V

Лемма 4. Имеет место

— е
ι^M

неравенство

|p{|-ae[N-į; М+ ‘-] H' }-G ( [n- |; M+∣]∏')i≤_ f / _ I ~ur (Nr- 12),e-i'r К+ j) I ∖≤∣l-g(0)!+2* ∑ f ∏ ----------------⅛----------------- l)×
(Г, Λ) I (Г) ∖ γ∈Γ ∕× ∏ (1-"(MΛ) p(*r)l<ftr∙

γeΓ

Здесь 7(Γ) = Į~Į Pλ∕, u (rγ) — одномерная характеристическая функция 
λ∈A

решетчатого распределения со скачками в точках all+lhμ, 7=0, ± J, ± 2, ...; 
a = (αb а2, .... ak).

Имеем

g([n-‘; М+']я') = 2 G(a + vH').

[N-λiM+I]v—а е

3. Lietuvos matematikos rinkinys, XII (3)
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Доказательство леммы 4.Пусть η А>мерный случайный
k п > = ∣ и (tj). Имеем

= 7⅛- f ∏∕ 7=1= √0)p{ η-a [n-Г
+ 1

(2π)fc Σ' f n
(Г, Л) I (Л) λ≡Λ

вектор с характеристической функцией

dt =

q. . fλh).2ι sin ~2~
u(h)dtAx

/(
I (Г) \

∏γeΓ× и

×

(<γ)^ ×

21 sin

Π (1 -w(∕γ)Pγ) v (tr) dtr.
тегОтсюда немедленно вытекает утверждение леммы 4.
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APIE CENTRINĘ RIBINĘ TEOREMĄ ERDVĖJE Rk. III

A. Bikelis

{Reziumė)

Darbe nagrinėjamas nepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių Л-mačių atsitiktinių vektorių 
Ši, ⅞2. •• •> 1л normuotos sumos

л

s-τ⅛∑⅛
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pasiskirstymo Pn (A) asimptotinis išdėstymas. Gautos būtinos ir pakankamos sąlygos liekamojo na­
rio įvertinimui.

Be to, gautos Eseno ir Bergstremo tipo nelygybės Ar-mačiams ли-gardeliniams pasiskirs­
tymams.

ON THE CENTRAL LIMIT THEOREM IN Rk. III

A. Bikelis

(Summa, v)

Let 

be a normalized sum of independent and identically distributed A>dimensional vectors ξ1, ξ2, ∙ ∙ ∙Λ∏∙
The paper gives an asymtpotic expansion of the distribution function Pn (A) of the sum S∏ 

by integrals Pr(-Φ)(∕4) (cf.[3]). The necessary and sufficient conditions for the estimation of the 
remainder term in the asymptotic expansion are also obtained.

Some Esseen - Bergstrom type inequalities for A>dimensional /и-lattice distributions are 
also obtained.

3∙




