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* Библиография и резюме на литовском и английском языках приложены к первой части настоящей работы (см. „Литовский математический сборник", 1972, XII, № 1).

Р. В. Восилюс
4. Редукции над подмногообразиями1. Через Ма обозначим произвольное дифференцируемое многообразие. Определение. Подмногообразием многообразия Мп будем называть пару (Nm, F), где Nm — некоторое многообразие и

F .Nm→ М”— вложение многообразий.Вложенное многообразие F(Nm)c∑Mπ обозначим символом Np.ПустьC7⊂Λm, Bλ⊂A"^ot— некоторые окрестности нуля соответствующих пространств.
Определение. Репер rį многообразия Мп, взятый в точке xeNp, назо­вем репером, касательным к подмногообразию Np, еслиri = 0U Jk0df),где

/: U× W→Mnдиффеоморфизм такой, что
f(U, 0)<zNp, /(0, 0) = х.Множество касательных к подмногообразию Np fc-реперов, взятых в точке x≡Np, обозначим через
FBk {Mn)x.Пусть
FBk{Mn)=∖j FBk(Mn)x.

хе Np

Теорема 1. FBk {Mn) является редукцией расслоения

Bk(M^)

до группы DLkm^ (п).
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Доказательство. Достаточно лишь заметить, что переход от одного касательного репера к другому, взятому в той же точке, задается элементом группы DLkn^ (и), порожденным при помощи диффеоморфизмаср: U× W-^V×Zтакого, чтоφ(C∕, 0)⊂ K×{0}, φ(0, 0) = 0.В силу теоремы (1.9) в пространстве Dk (п) содержится инвариантное относительно группы DLk^ (л) подпространство D^n(n).
Следствие 1. Над многообразием Np определено подрасслоение рассло­

ения

с типовым слоем вида Dkn (п).
Это подрасслоение обозначим через Tk (Np).Допустим, что задан некоторый диффеоморфизм

/: Mn -> Мпмногообразия Мп. Ему соответствует вложение
f о F: Nm —> Мп,определяющее новое подмногообразие NpoF.Пусть
xeNpt y=f(x)εNp0fдве соответствующие точки рассматриваемых подмногообразий.Если rkx — некоторый репер, касательный к подмногообразию Np в точ­ке х, то совершенно очевидно, что fk — сдвинутый репер, касательный к подмногообразию NpoF в точке у. Это порождает некоторое отобра­жение
fk: FBk(Mn) → (f о F) Bk (Мп).

Теорема 2. Отображение fk является изоморфизмом расслоений.Доказательство. Достаточно доказать, что отображение fk переста­новочно с действием группы DLkm' 1 (п).Пусть
t = (Jk0rx, Λdrx),где
rx: U× W-> Мптакой диффеоморфизм, чтоrjσ)⊂^, ∕∙j(0)=x.По определению отображения fk имеем:,Λ⅛ = (√o(∕orx), √J<7(∕orx)j.
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Произвольный элемент# группы LLj,+ 1 (л) можно задать при помощи диф­феоморфизмаφ: K×Z→ U× Wтакого, чтоφ(K, 0)⊂ C∕×{0}, φ(0, 0) = 0.Под действием этого элемента репер г* преобразуется в репер
Γχg = (7’0 (rx о φ), j⅛d(rx о φ)j.Значит,
fk (⅛g) = (д (/о (rlc О φ)j , jį d (f о (rx о φ)
= (jo ((∕° G) о ф) ∙ Jod ([fo rx (о φ)^ = (fkι*)g,

что и доказывает теорему.
Следствие 2. Изоморфизм fk индуцирует изоморфизм

Tfk: Tk (N%) → Tk (N,fno f)

векторных расслоений.
2. Здесь рассмотрим тот случай, когда многообразие Мп является одно­родным пространством

Mn = G∣H.Как и раньше, через о обозначим отмеченную точку пространства Mπt в ко­торую проектируется подгруппа Н при каноническом отображении
π.G→G∣H.Пусть р — порядок изотропии однородного пространства G/H.В точке о произвольно фиксируем репер
rp = (Jp0r, ⅛dr),заданный при помощи диффеоморфизма
г: U-rMnтакого, чтоr(0) = o.В силу теоремы (3.2) реперу rp отвечает изоморфное отображение
τrp∙.H→DLP+λ(n),определяемое соотношениемM√Λ) = (yS(r"1 oä or), j5rf(r1oAor)J.

При этом, как легко проверить,
τp(h)rp = rp (τr,(∕i)), (О
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где " (τ,√*))означает правый сдвиг репера гр относительно элемента τrp (А) группы DLp+1 (п) при помощи ее действия в расслоении Br (Мп).Наконец,
Sp (Ai • Аг) = (ä2) ∙ τ,p (Λ1) (2)для произвольной пары элементов h1, h2εH.3. Вспомним, что структура расслоения Bp0 (Мп) задается фиксацией репера
rp0eBp0(M*)o.Это позволяет в группеЯопределить некоторую подгруппу ¾+1 (и). По опре­делению ЛеЯ тогда и только тогда является элементом подгруппы Hpj+1 (и), если τrf,(ft)eJM⅛+'(n).

ОВ силу соотношения (2) ∕7β+1 (п) действительно является подгруппой груп­пы Н.
Определение. Группу Я£+1 (л) будем называть группой данной геомет­рической реализации расслоения G(G∣H,H).
Теорема 3. Для произвольной точки x≡Nιp пересечение

FQpm (n)x = FBp0 {M^)x ∩ FBP (M")x

либо пусто, либо является Hpl+' (п) — множеством относительно пра­
вого действия этой группы в расслоении FBpq (Мп).Доказательство. Пусть элемент g∈G задает сдвиг пространства G∣H, относительно которого точка х переходит в точку о. Это порождает новое подмногообразие Nį' и изоморфизмы

FBp (Mn) → FBp0 (Mn), FBp (Mn) → FBp (МП)главных расслоений. Поэтому достаточно доказать утверждение теоремы лишь относительно пересечения
FB%(Mn)o ∩ FBp (Mn)0.Допустим, что указанное пересечение не пусто и содержит репер /£, являющийся касательным в точке о. Тогда все касательные реперы в точке о образуют множество
{PoDISm+'(n)},получаемое при помощи правого действия группы DLp+x (и) в расслоении 

Bp (Мп).С другой стороны, множество
{τp{H)l'>0}
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совпадает с множеством FBfi(Mπ)0. Однако в силу формулы (1) для всех 
hεH выполняется соотношение

lp0τ,p{h) = τP{h)l^
‘о

которое показывает, что репер τP (h) lζ тогда и только тогда является каса­
тельным, если

τ,,(h)eDLpm+' (п).
,o

Формулой

F,, = τ,,(7f)∩Z>L'+,(n)
,o ’о

определим подгруппу группы DLp+x (п).
Если ⅛ — другой касательный репер в точке о, такой что

lp = lpogp+∖

то, как легко видеть,
¾(A) = (g^÷1)-1τzp(Λ)gP÷4

Значит,
⅛ = ∞Z(g'÷1)-1⅞.

о lo

Приведенные рассуждения показывают, что

FQpm (ri) = lPoFlp.

где в правой части написанного равенства группа DU+1 (п) действует в рас­
слоении FBp (Mπ).

Допустим, что
∕p = τp(A0)r^.

Выберем некоторые представления рассматриваемых реперов. Пусть

⅛ = (jpor, jpdr),

lp<, = W∙ jpdl),
где

r, Z: U-×M"
— соответствующие диффеоморфизмы.

Если уеЯ — любой элемент этой группы, то, как мы знаем,

s J (y) = (⅞ (r^1 o Y o г). Jpd(r~1 o γ o r)j.

Значит,
lo∖р(γ) = {jpo (Ао О γ о г), jPod(Ао о γ о r)) = τ* (h0 ∙ γ) rpo

и в силу определения действия группы Я в расслоении Bξ(Mπ) справедливо 
такое равенство:

^V(γ) = ∕gγ→.
ro
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В левой части этого равенства элемент
τ p(γ)e DLp+1 (п)

' одействует на репер lpo в расслоении FBp (Мп), тогда как в правой части равен­ства элемент γ~1eH на этот репер действует в расслоении FBp (Mπ).Значит, репер lpγ~1 тогда и только тогда будет касательным репером, если τrp (γ) принадлежит группе DLp+' (п), т.е. если γ - элемент подгруп­пы Hpt,+ i (л).Теперь потребуем, чтобы репер lpγ~1 принадлежал классу Bp (Mπ)0. Для этого необходимо и достаточно, чтобы выполнялось включениеτp(γ)∈Fr.
о ,oЕсли γ - произвольный элемент подгруппы Hp+i (и), то указанное включе­ние равносильно следующему утверждению: в группе Я существует элемент h, относительно которого справедливо равенство вида

v<a)=vW∙,o roОднако¾(Λ) = (>S(∕-1 О h о ∕), j'0d(l→ ой о /)) =
= (jo (''^* о V о h о h<, о г), jptid(r^1 о h^lo А о ft0 о г)) == v(ft0-*∙⅛∙¾).

roи это равенство выполнено приA = Λ0∙γ∙Λ0~1.Значит,
FQm (n)xявляется Hp,+ l (и) — множеством.Теперь рассмотрим однородное пространство, образованное векторным пространством с стационарной подгруппой точки, равной группе аффинных вращений относительно неподвижной прямой, проходящей через эту точку. Касательные реперы любой другой прямой содержат пустое пересечение с классом реперов первой прямой, если только эти прямые не являются па­раллельными.Это и доказывает теорему.4. В каждом пространстве Dp (п) мы определили некоторое подпро­странство Dpn (п).Рассмотрим грассманово многообразие подпространств пространства 

Dp(n), изоморфных с Dp (и). В этом многообразии действует группа DLp+1 (п), следовательно, посредством представления ~гР, и группа Н.Через Γ‰ (п) обозначим класс интранзитивности подпространства Dpl (п) относительно действия группы DLp+1 (и) в рассматриваемом грассмановом многообразии. Это значит, что Γfn (и) — некоторое его подмногообразие.
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Теорема 4. Свойство многообразия Γ‰ (/7) „быть однородным Н-про- 
странством“ не зависит от выбора репера rp.

Доказательство. Задавая произвольный диффеоморфизм (с условием 
g(0)=0)

g∙. v→ и,
репер rp заменим репером

fp = (jl(rog), ⅞d(rcg)).

Пусть

gp+l = (j⅛g> jW)
соответствующий элемент группы DLp+x (/?). Так как

τ~rp(h) = (jpQ (g^1o(r^1oAor)ogj , jpQd (g^1 о (r^1 о А о r) og

то
τ-p(A)^(g^÷1)-1τrp(∕7)g^1.

Пусть
А. BεΓpm(n)

произвольные точки этого многообразия и
A = gp+1Λ, B=gp+1B

образы этих точек при индуцированном действии группы DLk+1 (п). Если 
Γ⅛ (w) является однородным пространством относительно действия τrp, то 
существует элемент h≡H такой, что

τrp (h) Ä = В.
Тогда

В = (g"÷1)-1 В = (g'÷1)-1 τrp (А) Ä = τrp (А) Л,
что и доказывает теорему.

Определение. Если многообразие Γ⅛ (п) является однородным Н-про­
странством, то стационарную подгруппу Н будем называть достаточ­
но т-подвижной.

Определение. Группу Н будем называть достаточно подвижной, если 
она достаточно т-подвижна для всех ∖<m<n.

В случае р=\ это аффинные и евклидовы пространства, сферы и т.д.
Пример однородного пространства с недостаточно подвижной стационар­

ной подгруппой приведен в доказательстве теоремы (3).
5. Пусть, как и раньше, (Nn', F) является некоторым подмногообразием 

однородного пространства Mn=G∣H.
Мы определили следующие расслоения:
над многообразием G∣H-Bp (МП) и Bfi(Mn),
над многообразием N” — FBp (Mn).
Кроме того, над многообразием еще определено расслоение
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Теорема 5. Если стационарная подгруппа Н однородного пространства 
G/H достаточно т-подвижна, то

FBp0(Mπ) и FBp(Mn)

пересекаются над каждой точкой подмногообразия Np.
Доказательство. Пусть х — произвольная точка многообразия Np. 

Рассмотрим любой сдвиг пространства G∣H, переводящий х в точку о. Этот 
сдвиг многообразие Np диффеоморфно отображает на некоторое многообра­
зие N%, индуцируя изоморфизмы расслоений

FBpq (Mπ) → FBpq (Mn)t FBp (Mn) → FBp (Мп).

Следовательно, достаточно доказать лишь неравенство

FB⅛(Mn)ot∖ FBp(Mn)o≠ 0.

Для этого докажем, что любой репер, взятый в точке о, можно преобра­
зованием индуцированного представления группы Я перевести в касательный 
репер многообразия NT.

С этой целью фиксируем произвольный касательный репер

lp = W, ⅞dl),
где

/: U× W→Mn

— соответствующий диффеоморфизм.
Над многообразием N? определено векторное расслоение

Tp(Nr~),

являющееся подрасслоением расслоения

Так как над множеством l(U× {0}) расслоение

tp^∖nj

тривиально, то существует изоморфизм

φα: TP (Mπ) I ro → U × Dp (п).
, F

Всегда можно считать, что изоморфизм φtzio подпространство

Tp(Npo

отображает изоморфно на D‰ (и).
Теперь возьмем некоторый произвольный репер

rp = Up0r, jpdr),
заданный диффеоморфизмом

г: U× W→Mn

таким, что
г (0, 0) = о.
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Расслоение

Tp(Mn) ∖r(u×w>
опять тривиально. Соответствующая тривиализация (когда φcz фиксирована) 
подпространство

отображает на некоторое подпространство А пространства Dp (п).
Диффеоморфизмом I зададим координатную окрестность точки о. Тогда 

реперу rp будет соответствовать элемент группы DLp+1 (п), равный

rp = (jp0r, jξdr}.
По определению присоединенного расслоения элементами простран­

ства
TP(JVT)0

являются пары

{lprpt pp(rp)~1o} ,

где o≡Dp (п).
Это показывает, что

Dpm(n) = 9p(rp)A.
Значит, подпространство А является элементом многообразия Γ⅛ (л).

В силу достаточной подвижности подгруппы Н всегда найдется такой 
элемент АеЯ, что xrP (h) переведет подпространство Dpl (и) в подпространс­
тво А, т.е. такой, что

Pp (τr,(Λ)) D'm(n) = A.

Тогда

Pp D'm(n) = D'm(n),

что в силу теорем (1.2) и (1.10) означает включение

rpτrp(h)εDL>m+'{n).
Однако

rpτrp(h)≈τp(h)rpt
и репер

(∕g(Aor), Jg<Z(Aor)j

является касательным.
Теорема доказана.
В силу теорем (3) и (5) имеет место следующее следствие.
Следствие 3. Если стационарная подгруппа Н однородного пространс­

тва G/H достаточно m-подвижна, то каждая геометрическая реализация 
B%(Mπ) расслоения G{G∣H,H) над произвольным т-мерным подмногообра­
зием обладает редукцией до подгруппы Hpl+l (я), соответствующей этой 
реализации.
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Если такая реализация фиксирована, можно говорить о редукциях са­
мого расслоения G (G∣H, Н).

В дальнейшем построенные нами редукции расслоения (Мп) над под­
многообразиями Np пространства GĮH будем обозначать через FQ‰ (п).

5. Эквивалентность подмногообразий

Рассматривается однородное пространство Mn=G∣H.
Пусть

F'. Nm -> Мп,

φ ∙.Lm→ Мп

два w-мерных подмногообразия этого пространства.
Определение. Подмногообразия (F, Nm) и (Ф, Lm) называются эквива­

лентными, если в группе движений G-пространства существует такой 
элемент g, который порождает диффеоморфизм

g∖Np→Lφ

вложенных подмногообразий.
Эквивалентность подмногообразий (F, Nm) и (Ф, Lm) индуцирует диффео­

морфизм

ψ: Nm → Lm,

задаваемый формулой

Ψ = φ^1 og о F.

Этот диффеоморфизм дает возможность говорить о двух вложениях

F^.Nm→Mn, Φo⅛∖Nm→Mn

многообразия Nm, связанных соотношением

Ф о ψ = gF.

Итак, если подмногообразия (7r, Nm) и (Ф, Lm) эквивалентны, то много­
образия Nm и Lm диффеоморфны.

Пусть

ψ: Mm → Lm

некоторый произвольно заданный диффеоморфизм.
Определение. Диффеоморфизм ψ будем называть эквивалентностью 

подмногообразий (F, Nm) и (Ф, Lm), если в группе Ли G существует эле­
мент g, определяющий коммутативную диаграмму

Mπ —8-----> Мп

Г ↑
F |ф

Nm --⅛-----Lm.



Редукции расслоения G(G∕H,H) 47

Определение. Два вложения

Nm -i→ Λ∕", Nm ½-→ Мп

будем называть эквивалентными вложениями, если существует элемент 
geG, определяющий коммутативную диаграмму

Мп —------- > Мп

\ Z

Nm.Пусть в пространстве G/H заданы произвольные подмногообразия (F, Nm) и (Ф, Lm) и некоторый диффеоморфизм
⅛-.Nm→Lm.

Задача I. Установить, является ли диффеоморфизм ψ эквивалентностью подмногообразий (F, Nm) и (Ф, Lm).Теперь допустим, что заданы два вложения
F1: Nm → Мп,

F2: Nm → Мпмногообразия Nm.
Задача П. Установить, являются ли эквивалентными эти вложения.Задача I легко сводится к задаче II. Для этого достаточно лишь к вло­жению

F: Nm → Мпприсоединить вложение
Ф о ψ: Nm → Мп.Укажем одну схему решения задачи II для однородных пространств 

G∣H с достаточно т-подвижной стационарной подгруппой Н, которая полу­чается путем применения аппарата, развиваемого в работе [1].Пусть
F: Nm → Mn, Φ.Nm → Mπдва вложения многообразия Nm. Так как стационарная подгруппа Н про­странства G∣H достаточно т-подвижна, то расслоения
FB⅛(Mπ) и ΦB⅛{Mn)обладают редукциями соответственно
FQpm(n) и ΦQpm(n).Если существует элемент g∈G, определяющий эквивалентность рассматри­ваемых вложений, то он индуцирует изоморфизм

главных расслоений.
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Как известно, структура главного расслоения Bξ (Мп) задается фикса­
цией репера г?еВр (A∕7,), порождающего некоторый изоморфизм

r'.G(G∣H∖ H)-^Bp0(Mn)

главных расслоений.
В пространстве G определена каноническая лево-инвариантная 1 — фор­

ма Θ со значениями в алгебре Ли § группы G. Изоморфизм г позволяет 
эту форму перенести в пространство Bfi(Mn). В дальнейшем просто будем 
говорить, что форма Θ определена в этом пространстве.

Так, определенная форма Θ будет инвариантна относительно левых сдви­
гов пространства B%(Mn), индуцированных действием группы движений G- 
Более точно, если geG и

gp: Bζ(Mπ) → B%(Mn)

соответствующий изоморфизм, то

δgp(Θ) = Θ,
где δgp означает „кодифференциал" отображения gp, т.е. отображением gp 
индуцированное „коотображение" дифференциальных форм.

Пусть

FπP-.FB%(Mn)→ N?

каноническая проекция этого расслоения.
Определение. Лифтом (в общем случае определенным лишь локально) 

вложения

F: Nm → Мп

называется отображение

fιN"→FQPm(n),

определяющее коммутативную диаграмму

Nm f----->FQPm(n)

∖ I
Мп.

Через

φ'.Lm → ФBζ(Mπ)

обозначим лифт вложения Ф.
Лифты рассматриваемых рложений многообразия Nm (в общем случае 

в некоторой окрестности этого многообразия) определяют 1 — формы

Θz=δ∕(Φ), Φφ = δφ(Θ)

со значением в алгебре Ли
Вышесказанное приводит к следующему следствию.
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Следствие. Если вложения F и Ф эквивалентны, то дЛя каждой точки 
xεNm можно указать такую ее окрестность U, над которой они обладают 
лифтами, удовлетворяющими условию

Θz=Θφ,Один из этих лифтов можно выбрать произвольно, другой индуцируется 
gp — отображением пространства Bξ (Мп).В этой теории центральное место занимает следующая теорема.

Теорема. Пусть заданы два вложения

F∖Nm→Mn,

φ∙.Nm→Mπ

многообразия Nm. Если над некоторой окрестностью UczNm они обладают 
лифтами

f-U→FQPm(n)t

(?: U→ΦQP(n)

такими, что

φ∕=φφ.

то вложения

F∖u, Φ∣σ
эквивалентны.Доказательство. Пусть xeU — произвольная точка этой окрестности. Так как f(x) и φ (х) — два репера расслоения Bpq (Мп), то существует единс­твенный элемент g группы G такой, что∕(χ) = g'φ(x).Совершим левый сдвиг пространства GĮH при помощи элемента g и со­ответствующий сдвиг расслоения B% (Мп) при помощи gp. Получим новое вложение

F—g о Ф: Nm → Мп,и его лифт
f=gp+1 oφ∙.Nm→ FQpm (л)такой, что
Θz = Θz.Кроме того, лифты f, f пересекаются над точкой F (х).В силу уравнения Маурера —Картана, формы tZΘz и dQ? удовлетворя­ют равенствам вида
<∕Θ,= --*- [Θz, ΘJ, rfΘz- = - 'i [Θf-, Θz]-«Легко проверить, что тогда равенству такого же вида удовлетворяет и форма
ωz = Θz-Θz.

4. Lietuvos matematikos rinkinys, XII (3)
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Это значит, что уравнениеωz= 0вполне интегрируемо и через каждую начальную точку проходит единствен­ное его решение. Тем самым при фиксированном отображении f существует единственный лифт φ, проходящий через заданную точку пространства 
B%(Mπ) и удовлетворяющий равенству

θφ=θz.Так как лифты/и/удовлетворяют этому равенству, то они являются реше­ниями уравненияωz= 0и, кроме того, имеют общую точку. Это показывает, что лифты/и F полностью совпадают, т.е.
f(y)=f(y)

для произвольной точки y∈C7. Однако тогда*⅛' (∕0-)) = Fπ<- (/(у))
и в силу коммутативности диаграмм (*)^lσ=^,∣ι∕∙Тем самымF∣tz = goΦ∣σ,что и доказывает теорему.Утверждение теоремы носит локальный характер. Однако с ее помощью можно получить и некоторые результаты относительно глобальной эквива­лентности.В заключение несколько слов о канонизации репера.Пусть

f: N∙n → FQpq{M^)некоторый лифт вложения
F∖Nm→Mn.Если множество
δ∕= U Θ∕(r,("w))

xeNmне порождает пространства то можно указать некоторое подпространс­тво ⅛∙, его содержащее. Для определения эквивалентности вложения F с некоторым другим вложением достаточно рассматривать только те лифты, для которых указанные множества лежат в подпространстве įįf, так как это свойство форм Θz сохраняется при левых сдвигах. Такое ограничение лифтов и является частичной канонизацией репера.
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Обычно стараются найти такой лифт f, относительно которого подпро­
странство ⅛ является минимальным среди Есех возможных. Если он су­
ществует, то принадлежащие ему точки пространства FQll>n (п) обычно назы­
ваются „каноническими реперами". Построение такого лифта называется 
„канонизацией репера".

Общая схема канонизации репера дана в работе [1].
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