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О СЛАБОЙ СХОДИМОСТИ СУММ МНОГОМЕРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ 
ТОЧЕЧНЫХ ПРОЦЕССОВ*

Б. Григелионис

1. Пусть Xnr (t) =(aγ<J} (t), ..., ArJiJ0 (θ), *>θ, г=1, •••» - независи­
мые TV-мерные непрерывные справа случайные процессы, такие, что прира­
щения компонент Xįfl (t) принимают только неотрицательные целые значения 
и p{X<*r>(0)=0}=l, Jt=l, ...,N.

Пусть
к к

χ.ω=(∑ ^’(0. ∙∙∙.∑ (n
г=1 г=1

и обозначим Xo (r) = (j⅛υ (f), ..., ArJ∕vj(f)), />0, - непрерывный справа TV-мер­

ный пуассоновский процесс с независимыми компонентами и ведущей 
функцией λ (г) = (eI⅛0 (/), ..., Е Xtfr> (r)) = (λ<1> (∕), ...,λ^>(r)J∙

Поскольку большинство исследований по теории массового обслужива­
ния и теории надежности основано на предположении, что входящий поток 
является пуассоновским и во многих практических случаях может быть 
представлен как сумма большого числа слагаемых малой интенсивности, 
важной проблемой является исследование условий, при которых суммы (1) 
близки к некоторому процессу Пуассона.

При естественном предположении малости слагаемых, что при каждом 
фиксированном />0

lim max р|У Х(„кг (0> 01 = 0,
Λ→JO 1 ≤r≤Λ- 1,1 »π k=i

(2)

в работе [1] мы нашли необходимые и достаточные условия сходимости сумм 
1) к пуассоновскому процессу в смысле слабой сходимости конечномерных 
распределений Xn (t) к соответствующим конечномерным распределениям 
пуассоновского процесса. Получен следующий результат.

Теорема 1. При условии (2) конечномерные распределения Xn(t) слабо 
сходятся к конечномерным распределениям пуассоновского процесса Xo (t)

♦ Работа как сообщение представлялась на Международную конференцию по точеч­
ным случайным процессам (Нью-Йорк, 1971 ).
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с ведущей функцией X (∕) = ^λα, (г), Х(ЛП (t)j тогда и только тогда, когда

для каждого фиксированного t>0

и

k пlim 2 Р { A'⅛>(O>O} = λ<*>(O,∏→∞ _ k=l, ..., N,

lim
π→αo

∑ p{∑ ^>ω>ι}=o.
r=l l⅛=l ,

(4)
(5)

При дополнительном условии стационарности и ординарности некото­рые общие результаты были ранее получены К. Пальмом [2], А. Я. Хинчи- ным [3], Г. А. Ососковым [4], автором [5], И. Р. Гольдманом [6] для одно­мерных точечных процессов и И. Керстаном и К. Маттесом [7], автором [8], Е. Цинляром [9] для многомерных точечных процессов.Предположим, что точечные процессы Xπr (t) = (aγ<P (∕),..., X^ (r)j, r=l, ..., kn, стационарны и ординарны, т.е. для всех m≥l, 0≤ro< ... < 
<tm и nt>0 распределения вероятностей приращений Xni, (tk + t)-Xnr (tk-1 + t), 
k=∖, ..., т, не зависят от t иlim ∕1P {Xnr(r)>0} = 0, r→o+где

N

^r(∣)=Σ *£’(')•
Λ=lЕсли ∖nr=EXnr (1) < оо, то существуют функции Пальма-Хинчина φ<*) (7, t) = lim Р { Xtf (t+s)- Х<£> (5) =71 Х%> (s) > 0 }

j→0+
и φnr(7, ')=Mm Р {Xnr(r + 5)-‰(5)=7∣∕nf(5)>0}, 7 = O, 1, ...

ι→0+Если предположить, чтоlim max λπr = 0, (6)
n→∞ ∖≤r≤kflто условие (2), очевидно, будет выполнено.Следствие 1. При условии (6) конечномерные распределения Xn(t) слабо 

сходятся к конечномерным распределениям стационарного пуассоновского 
процесса с параметром ^k=(λa',..., Х(ЛП) тогда и только тогда, когда при 
каждом фиксированном t>0

knlim ∣' φiP(θ, u)du = λikit, k=l ..., N, (7)"-κcor=ι о
и

kn _ rlim ∑ λnr f ⅛r(l. u)du = O,
n→oo Г ■

(8)
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где
λ<*r> = E^>(l).

2. В некоторых ситуациях важно найти не только условия слабой сходи­
мости конечномерных распределений сумм Х„ (/) к конечномерным распреде­
лениям пуассоновского процесса, но также найти условия, при которых рас­
пределения широкого класса функционалов от Xn(t) сходятся к распределе­
ниям функционалов от предельного пуассоновского процесса. С этой целью 
используем некоторые общие результаты А. В. Скорохода [10] и Ч. Стоуна [11].

Следуя работе Ч. Стоуна [И], обозначим К— пространство всех JV-мерных 
функций х (0, 0≤z<∞, которые в каждой точке имеют пределы слева и не­
прерывны справа. Определим на К топологию Скорохода J1∖ утверждаем, 
что последовательность xn{t) J1 — сходится к x(t), если существует последо­
вательность взаимооднозначных отображений λπ (г) интервала [0, оо) в себя 
такая, что для каждого г>0

sup
0≤s≤∕

N 
πpnn→∞, где ∣∣x∣∣2=2 4 Для x = (x1, ..., xn).

Аг= 1

Обозначим С класс всех функционалов/на К, таких, что f(xΛ-)] явля­

ются случайными величинами и / непрерывен в J1 топологии почти всюду 
относительно меры на К, соответствующей процессу Xo (t).

Утверждаем, что последовательность Х„ (г) слабо сходится к Хо (/), если 
для всех fe(2 распределения f[xn (∙ )j слабо сходятся к распределению 

∕(∙M')) при n→α>.

Из теоремы, доказанной Ч. Стоуном в [11], получаем следующее утверж­
дение.

Теорема 2. Последовательность Xn (t) слабо сходится к Xo (t) тогда, 
когда конечномерные распределения Х„ (t) слабо сходятся к конечномерным 
распределениям Xo (t) при n→∞ и для всех фиксированных Т>0

lim P< sup min
n→∞∙, I t-c<tι<t<ti<t + c∙,c→0 0≤∕1<∕l≤τ

(и. (⅛) - х„ d) ii, и xn (t) - хм ii ) > о Į=о.

Легко можно доказать, что

Р { sup min (И X, (tl) - Х„ (t) ∣∣, || Xn∖t) - Х„ (⅛) ||) > 01 ≤
I t-C<tι<t <tt<t + c∙, ' / J

0≤∕ι<G≤T

kn N Т

≤Σ p{∑ ×^(τ)>iĮ+ f {'κ(t+c)-κ(t-c)}d∖n(t), 
r=l l⅛=l , 0

n N

где λn(r)=2 X E%∞(∕) для r≥0 и равно нулю для /<0.
= 1 А = 1

(9)
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Комбинируя теорему 1 и (9), получаем общие условия слабой сходимости последовательности Хл (t) к пуассоновскому процессу Ar0 (t). Некоторые результаты для одномерных точечных процессов недавно получены Р. Бани­сом.
Следствие 2. Последовательность Х„ (t) слабо сходится к пуассонов­

скому процессу с ведущей функцией λ (∕) = (λ<1> (г),.... λ<7v> (/)), если выпол­

нены условия (2)—(4) и для каждого фиксированного Т>0
тi™ f ( \ (/ + с) - λn (f - c)) d\ (t) = 0. 

n→∞∙, n ' 'c→0 0Предположим теперь, что точечные процессы Xnτ (t) = X<lr> (t),..., X<^f)(z)j, r=l, ...,kπ, стационарны и ординарны и существуют пределы
Um Y λW = λ<*>, fc = l...............N. (10)"→ω ,=ιИз следствия 1, теоремы 2, (9) и (10) вытекает следующее утверждение.

Теорема 3. При условиях (8) и (10) последовательность Xn (t) слабо 
сходится к стационарному пуассоновскому процессу с параметром λ=(λ<1>.........λ<7v>) тогда, когда при каждом фиксированном t>0

kπlim 2 λ^φ^(0, t) = λlk>, k=l, .... N, 
n→∞

r=l

U 
kl∙m ∑ ^λnrφπr(0, Z) = λ,

Λ→OO f_Į

где
Nλ=∑ λ<*>.

⅛=13. В качестве примера исследуем случай марковских процессов вос­становления.Пусть Ijn∙r∖ J≥0, r=∖,...,kn, — конечные цепи Маркова с пространст­вом состояний Е= {1,..., N}, начальными распределениями αj"∙ r>=P{Z⅛υ r) = z} и матрицами переходных вероятностей ∣∣∕⅛n∙0∣∣, l≤ι,√≤JV. Обозначим 
Nln∙r>(t) = maxlj-.∑ ⅛r><r∣, где X⅛h r∖ .... X[π' r∖ ... - последова-

* k=0 'тельности неотрицательных случайных величин, независимых при разных индексах г и таких, что
Р {Jφ ') = 0}=l,
р {i<f∙ ')=j, χ<f> ^<t∖ '> = i} = p⅛∙ r> Fįj* r> (r) = βg,∙г) (0.P{∕ħP=Λ ⅛.r><<∣∕fc,∙r>. .... Λ"-f,. -r!"∙r,.........⅛r,-Ą". О = i } =p<s∙ г) J¼ Г) (() = Q<n. '>(f), ⅛ > 1 ,
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для всех

r>0, i, j^eE∖ Ffrr>(t), Ffrr)(t)

— заданные функции распределения на [0, оо).
Определим марковские процессы восстановления равенством 

⅛W'(ew.......... jf⅛^r>α>). <>о.

где
^(л. г) (υ 

x⅛,(t)= ∑ ,>, δ0∙=l при i=j, δy = 0 при i≠j.
к=\

Предположение (2) в случае марковских процессов восстановления 
эквивалентно условию:

N

lim max £ α∫"∙ r> Q⅛∙ '>(t) = О (II)
n→ao l≤r≤∕cfl . j≈l

при всех фиксированных t>0.
Используя теорему 1, И. Сапаговас [12] доказал, что при условии (11) 

конечномерные распределения сумм марковских процессов восстановле­
ния Х„ (t) слабо сходятся к конечномерным распределениям пуассонов­
ского процесса с ведущей функцией λ (z) = (λ<1> (t), ..., λdv> (∕)j тогда и только 

тогда, когда для всех фиксированных t>0

kn n

Um Σ Σ ⅛",0βS⅛,rjW = λα,W, k=∖, ..., N,
n→c0 r=l i=l

и
kn N

∏m 2 ∑ Φr,es,∙r,ω*e⅛∙r,ω=θ.
Л_>°° r=l i, j, k=l

где * обозначает символ свертки.
Пусть

N ∞

ff("∙'>(t) = ∑ Qfr'>(t), 0<η}"∙'>= [ r<∕ff("∙'>(r)<co, ι=l.......... N,
j-i о

и системы уравнений

∑ ≠ г)р> '> = 4"∙ '>, J ф ” = 1,
7=1 k = l

r=l, ...,kn, имеют единственные решения. 
В случае, когда

д(л, г) =
π<n∙ r) τSn> r~> t____ ,l

Н

Σ πJ∏, г) η∕∙ '>
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и 
t

Oft’ г) W = įpb> f (/#’', - Qfu∙ r,(")) du, i, J= 1......... N, r = l, ...,kn,
i o

хорошо известно [13, 14], что точечные процессы Xnr(t), r=l, ...,kπt ста­
ционарны.

Используя теорему 2, (9) и результат Сапаговаса, легко доказать сле­
дующее утверждение.

Теорема 4. Если для всех фиксированных t>0

lim max Qty∙r) (г) = О,
n→∞ ∖≤r≤kn', 

l≤i.j≤N
то последовательность сумм стационарных марковских процессов вос­
становления слабо сходится к стационарному пуассоновскому процессу 
с параметром λ=(λ<1>, ..., λ<^r,) тогда, когда

k
" π9,> r)lim Σ ~N---- - --------- = Х<Л)’ k=λ> N-n→∞ _. _,

r~ у πj"∙ н η<"> ')
7=1

Заметим, что в теореме 4 слагаемые Xnr (t), r=l, ..., kn, не обязательно 
ординарны. Они будут ординарными тогда и только тогда, когда 

p(∏.r)(+o)=o, ι,j=l, .... N,r=↑, ...,kπ.
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APIE DAUGIAMAČIŲ ATSITIKTINIŲ TAŠKINIŲ PROCESŲ SUMŲ 
SILPNĄ KONVERGENCIJĄ

B. Grigelionis

{Reziumė)

Darbe rastos bendros sąlygos, kad daugiamačių atsitiktinių taškinių procesų sumos konver- 
guotų A. Skorochodo J1 topologijoje į daugiamatį Puasono procesą. Stacionarių Markovo atsta­
tymo procesų atveju gautos pakankamos tokios konvergencijos sąlygos.

ON WEAK CONVERGENCE OF THE SUMS OF MULTIDIMENSIONAL 
STOCHASTIC POINT PROCESSES

B. Grigelionis

(Summary)

In the present paper general conditions have been found for weak convergence in the A. Sko- 
rochod topology J1 of the sums of multidimensional stochastic point processes to the multi­
dimensional Poisson process. In the case of stationary Markov renewal processes sufficient 
conditions are given for such convergence.




