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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙЭ. Г. КирьяцкийВ настоящей заметке мы продолжаем изучение экстремальных свойств введенных нами в [1] классов K∏(E), w=l,2, .... Напомним определение этих классов: регулярную в единичном круге Е функцию f (z), ∕(0)=0, ∕'(0) = l будем считать принадлежащей классу К°(Е), если n-я разделенная разность[F(z); z0 z1 ... z„]функции F(z)=zn~1 f (z) не равна нулю при любых z0, z1, ..., zn≡E. Заметим, что класс ‘ K'į (Е) совпадает с классом всех однолистных и нормированных в Е функций, причемXθ(E)=>E20(E)⊃E3θ(E)⊃... (1)Пусть 7[fl — некоторый вещественный функционал, заданный на классах 
K%(E), и In — экстремальное (скажем, наибольшее) значение функционала Z [Л на классе Äj (Е).Основной задачей в данной работе является вычисление предела по­следовательности {7n}, и = 1,2............Эта задача решена нами для функциона­лов 7[∕] = Re∕(z), Im∕(z), Re f, (z), Im∕'(z), где z-произвольно фиксирован­ная точка из Е. Так, например, если In есть наибольшее значение функционала Re f (z) на классе К° (Е), тоlim /„= lτl71,- (Rez+∣z∣s).

Аналогичная задача ставится и для некоторых других классов однолистных функций.1. В работах [1], [2], [3] было показано следующее:1) все классы К„(Е) замкнуты относительно равномерной сходимости, т.е., если fm (z}eK^ (Е), /и = 1,2, ... и последовательность {fm (z) } равномерно сходится внутри Ек функции /(z), то /(z)eÄj(E);2) все классы XJ (Е) являются компактными, т.е. из любой последователь­ности функций {fm{z)} из класса Eθ(E) можно выделить равномерно схо­дящуюся внутри Е последовательность;
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3) пересечение Р (£) = Į~Į XJ (Е) является замкнутым и компактным
классом; Л=1

4) если fn (z) eK% (Е) и последовательность {fn(z)} сходится равномерно 
внутри Е к функции f (z), то /(z)eP(£).

Функционал I[f] (местами будем обозначать его символом Z [f (z)]), 
заданный на классе Kį(E), назовем непрерывным на этом классе, если из 
равномерной сходимости внутри Е, взятой в (£) последовательности функ­
ций {fn(z)} к функции /(z), следует сходимость последовательности {Z[∕J} 
к Z [fl.

Из приведенных выше свойств классов £?(£), Р (£) легко следует, что 
непрерывный вещественный функционал Z[∕] принимает в каждом из этих 
классов свое наибольшее и наименьшее значение. Функцию φn (z), в которой 
функционал Z [fl принимает в классе K%(E) наибольшее (наименьшее) значе­
ние, назовем максимальной (минимальной) в классе KQn (£). Аналогично опре­
деляется максимальная (минимальная) функция в классе Р (£) и других 
встречающихся далее классах.

Теорема 1. Пусть I[f] — непрерывный вещественный функционал, 
заданный на классе K%(E). Если In — наибольшее (наименьшее) знамение 
функционала I[f] на классе K%(E) и I—наибольшее (наименьшее) значение 
функционала I[f] на классе Р (£), то lim In=I.

n→∞
Доказательство. Пусть для определенности φn (z) — максимальная 

в классе K%(E) функция и Zπ = Z[φn], а φ (z) - максимальная в классе Р (£) 
функция и Z=Z[φ]. Выделим из последовательности функций {φπ(z)} по­
следовательность {φnjt (z)}, равномерно сходящуюся внутри £ к некото­
рой функции φ*(z), которая согласно свойству 4) будет принадлежать классу 
Р (£). Пусть Z*=Z[φ*]. Так как функционал Z[fl непрерывный, то lim I„k=I*.

k→∞
Из (1) следует, что последовательность {Zn} монотонно убывающая. Кроме 
того, она ограничена снизу числом Z. Значит, из сходимости подпоследо­
вательности {Il,k} к пределу Z* следует сходимость к этому пределу всей 
последовательности {Z,,}, т.е.

lim In = I*>I. (2)
n→∞

Но по определению числа I получаем Z*≤Z, что вместе с (2) дает равенство 
limZπ = Z. Аналогичным образом доказывается теорема в случае, если φ (z), 
n→∞ 
φn (z) — минимальные функции соответственно в классах Р (£), XJ (£).

2. Обозначим через С°(Е) класс регулярных в £ функций ∕(z), ∕(0)=0, 
∕'(0) = l, удовлетворяющих неравенству ReFw(z)>0 при любом ze£, где 
F(z)=zn~1f(z) и через LQn (£) - класс функций

f (z) = z + a2 zz + ∙ ∙ ∙ +akzk+ ∙ ∙ ∙,
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подчиненных условию
X c∏+fc-l I ak i ≤ 1 •
Л=2Как известно из [4], [5], оба названных класса удовлетворяют соотношениям:tfθ(E)⊃C°(E)⊃ES(E),cj(φcS+1(f), (3)Z2(E)⊃Lθ+1(E).

Лемма 1. Пересечение I"^[ Cθ(E) (Į~Į LQn (E)) классов C°(E) (zθ(E) j со- 
п=1 л-1

стоит из единственной функции t(z)≡z.Действительно, пусть
fΛz} = z + (⅛,nz2+ ∙ ∙ ∙ + ek,nzfc + • • •— любая функция из класса C° (Е). Для ее коэффициентов ak „ справедливы оценки [5]:'⅛b∣≤^γ. * = 2, 3................. (4)

Из (4) следует, что любая последовательность функций/į(z),∕2(z), .. .,∕n(z), ..., где ∕n(z)∈Cθ (Е), равномерно сходится внутри Е к функции t (z}≡z. Справед­ливость леммы 1 для классов Eθ (Е) получаем из (3).Из леммы 1 легко следует теорема 2.Теорема 2. Пусть I[f] — непрерывный вещественный функционал, 
заданный на классе CJ (Е) (LQn (E)). Если In — наибольшее или наименьшее 
значение этого функционала на классе (Е) (Lθ (Е)), то lim∕π = 7, где 
I=I[<f (z)] и φ (z)≡z.3. Пусть В* (Е) — некоторый класс однолистных регулярных в Е функ­ций f (z), ∕(0)=0, f, (0) = l, обладающих свойством (Л): если ∕(z)∈B*(E), то и функция

f(z, ζ)=⅛ е В* (Ё) (5)
при любом фиксированном ζ∈E. Замыкание класса В* (Е) обозначим через 
В (Е) и покажем, что класс В (Е) также обладает свойством (Л). Действи­тельно, пусть ∕(z)∈B(E). Значит, имеется последовательность функций 
{fn (z)} из В* (Е), равномерно сходящаяся внутри Е к однолистной функции ∕(z), ∕(0) =0, f, (0) = 1. Тогда последовательность {fn (zf ζ)} сходится равно­мерно внутри Eκ∕(z, ζ). Так как fn (z, ζ)∈B* (E), п= 1, 2, ..., τo∕(z, ζ)∈B (Е).
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Теорема 3. Пусть ∕(z)eB{E), функция f(z,ζ) определена формулой (5) и Z[∕(z)] — непрерывный вещественный функционал, заданный на клас­
се В (Е) так, что для любой функции f (z) из В (Е) функция

h^f) = I[f{z, ζ)]
является гармонической в круге ∣ζ∣<l. Если φ (z) — максимальная или 
минимальная функция для функционала /[/(z)] в классе В(Е), то в круге I ζ I < 1 имеет место тождество

I⅛(z, ζ)]≡∕[φ(z)]. (6)Доказательство. Пусть для определенности φ (z) — максимальная в классе В (Е) функция, т.е.Z[∕ω]≤Z[φωi (7)при всех ∕(z)∈B(E). Согласно определению класса В (Е) функция φ (z, ζ) также принадлежит классу В (Е) при любом фиксированном ζ∈E и поэтому для нее справедливо неравенство (7)A(ζ, φ) = ∕[φ(z, ζ)]≤∕[φ(z)]. (8)Далее из (5) получаем, что φ (z, 0)=φ (z) и поэтому
h (0, φ) = 7[φ(z)]. (9)Из (8) и (9) следует, что гармоническая в круге Į ζ | < 1 функция h (ζ,φ) принимает свое наибольшее значение в точке ζ=0. Следовательно, A(ζ, φ)≡ 

≡h (0, φ), что и приводит нас к (6).
Замечание 1. Пусть непрерывный функционал Φ[∕(z)] принимает комплексные значения и функция h (ζ,∕) = Φ [f (z, ζ)] аналитична в круге I ζ I < 1 для всех f (z)eB (Е). Если φ (z) — максимальная функция для функцио­нала Z[∕(z)] = ∣ Φ[∕(z)] I, то, как и раньше, справедливо тождество (6). Оно имеет место и для минимальной функции φ (z), если только 7[φ (z)]≠0.
Замечание 2. Функциональное уравнение∕[∕(z, ζ)] = Z[∕(z)]относительно функции f (z) всегда имеет решение ∕0(z)=z (1 -az)~1, где 

а — произвольно фиксированное число и Į а ∣≤ 1. Это следует из того, что 
f0 (z, ζ)=∕0 (z) при любых z, ζ, а.

Теорема 4. Любая функция ∕ (z) ∈В (Е) является выпуклой в единич­
ном круге Е.Доказательство. Рассмотрим заданный на классе В (Е) непрерывный вещественный функционал∕[∕(z)]=l + Re{-^-J, (10)
где z — произвольно фиксированная точка из Е. Функция f (z, ζ) аналитична по обеим переменным z, ζ∈E. Кроме того, эта функция при фиксированном ζ∈Eоднолистна в круге ∣ z | < 1 и поэтому∕' (z, ζ)≠0 при любых z, ζ∈E. Здесь
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и в дальнейшем f (z, ζ), fn (z, ζ) означают частные' производные функции 
∕(z,ζ) по z. Отсюда следует, что функцияA(ζ,∕)=∕[∕(z. ζ)]=l + Re{-^⅛ Į (11) 
будет гармонической в круге ∣ ζ | < 1. Согласно теореме 3, минимальная функ­ция φ (z) рассматриваемого функционала (10) удовлетворяет при любом ζ∈E равенству 
которое показывает, что аналитическая в круге ∣ ζ | < 1 функция zφ" (z, ζ)∕ 
l<p'(z, ζ) имеет здесь постоянную действительную часть. Значит, эта функция равна тождественно постоянной. Кроме того, φ (z, 0) =φ (z) и поэтому

<p*U, О _ <₽"(*) /1 оч
φ'(z, ζ)~ φ'U) ' 1 'Вычислим первую й вторую производные по z функции φ (z, ζ) и подставим в (12). Тогда получим

2ζ (ф (z)~φ (ζ))-2ζφz (z) (z-ζ) +zφ" (z) (z-ζ)a φ"(z) 

[zφ, (z) (z- ζ) - ζ (φ (z) - φ (ζ))] (z- ζ) ф' U)Решая это уравнение относительно φ (ζ) и учитывая, что φ (0) =0, φ'(0) = 1, получим φ (ζ) = ζ (1 — а ζ)~1, где а — некоторое постоянное, причем из ана­литичности функции φ (ζ) следует, что ∣ а ∣≤1. Таким образом, функция, в которой функционал (10) имеет наименьшее значение, должна иметь вид
<P(z) = τ⅛-. ∣α∣≤l∙ (13)

Любая функция вида (13) принадлежит В (Е) и для нее функционал (10) по­ложителен. Следовательно, этот функционал положителен для любой функции ∕(z) из класса В (Е). Другими словами, для любых zeE и f (z)eB (Е) выпол­нено неравенство 1 + Re I
∕,ω (H)

из которого, как известно ([6]), следует выпуклость функции ∕(z) в единич­ном круге Е.
Замечание 3. Так как P(E)czB(E)t то класс P (Е) состоит из выпук­лых и однолистных в Е функций. Этот результат был также получен нами другим путем в работе [1].Пользуясь известными оценками для выпуклых функций, получаем следствие.
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Следствие 1. Для любой функции f(z)=z+a½P+ принадлежа­
щей классу В (£) (P(E))t справедливы точные оценки

1£1i+∣z
≤√,'ωι≤

(15)1(l+'z∣)a 1 (l-∣z∣)aI ak I ≤ 1, k = 2, 3, .. . (16)(17)
Знаки равенства в (15), (16) и (17) имеют место только для функций вида 
f(z)=z(∖-ei,1 z)~1, принадлежащих классу P (Е).Следствие 2. Пусть Akn — наибольший по модулю К-й коэффициент 
в разложении функции f(z)eK^(E) в ряд Маклорена. Тогда lim Į Ak „ | = 1. л-хюВ самом деле, модуль к-го коэффициента ak n (/) в разложении функции 
f(z)εK%(E) в ряд Маклорена является непрерывным вещественным функ­ционалом, заданным на компактном классе K%(E). Следовательно, суще­ствует такое число Ak r,t чтоmax I¾π(∕)∣ = Um∙

f^K°n(E)Пользуясь теоремой 1 и следствием 1, получим 1ππ∣Λm∣ = 1. л-хюАналогичным образом доказывается следствие 4.Следствие 4. Пусть z, ∣ z | = г < 1, — произвольное фиксированное 
число и функция fn (z) (ψn (z)) такая, чтоIA(z)l = max ∣∕(z)∣, (∣ψ.(z)∣ = min∣∕(z)∣).

∕e⅛<E> ∕U>.⅛(E)

Тогда l>m I∕n(z)I= угу (lim ∣Ψ-(z)∣ = T⅞7) •
n→oo 1 ' 'n→∞ ' ' 'Результаты последних двух следствий были получены нами также в работе [3] несколько иным путем.4. Обозначим через Ро (£) однопараметрическое семейство функций вида∕(z)=μ⅛∙ zer> (18)где параметр а принимает все значения из круга ∣ а ∣≤1. Любая функция (18) принадлежит классу P (Е) и поэтому P0(E)⊂P(P).Лемма 2. Множество значений, принимаемых всеми функциями из 

Pq(E), в фиксированной точке ξeE представляет собой круг∖z_____* |< ■*■’г ι-∣ξιa I ι-∣ξ∣a •Для того, чтобы убедиться в справедливости леммы, надо найти образ круга I а ∣ ≤ 1 при отображении ξ (1 — а ξ)~1.
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Лемма 3. Для любого ⅛eE и любой функции ∕(z)eB(E) всегда най- 

дется функция fQ (z) ∈ Po (£) такая, что∕0(ζ)≡ζ(l - αζ)^l=∕(ζ). (19)Действительно, решая уравнение (19) относительно а, получим а= ∕.(S.-5.ζ∕(ζ) ’Так как функция /(z)e£(£), то и функция
f(z, ζ) = z+Z-gJps+...

также принадлежит В (£) и ее второй коэффициент по следствию 1 не превы­шает по модулю единицы. Значит ∣ а ∣ ≤ 1 и лемма доказана.Из лемм 2 и 3 непосредственно следует теорема 5.
Теорема 5. Множество значений, принимаемых всеми функциями 

f (z) из В (£), в фиксированной точке ⅛eE представляет собой круг|г_ ⅞ ∣≤^-ξ-^-I ι-∣ξ∣2∣ ι-∣ξ∣a •Из приведенной теоремы и теоремы 1 легко получаются следствия 5 и 6. 
Следствие 5. Для любой функции ∕(z)eB(E) справедливы точные 

оценки l_įz!. (Im z - i ∣ z ∣2) ≤ Im ∕(z) ≤ 1--γz∙∣.- (Im z +11 z ∣2),
τ⅛Γ (Re z -; z R ≤ Re∕(z) ≤ 1J∣zl,- (Re z +1 z |2),

∣ z 12 1 х Į ®arc sin —-----arg z ≤ arg/(z) ≤ arc sin —+ arg z.
Знаки равенства реализуются лишь функцией f (z)=z (1 -eia z)~1 eP0(E) 
при подходящем выборе α, 0≤α<2π.

Следствие 6. Справедливы равенства

1'm m⅛ lm = 1 - 1∣71Γ (lm z ± ' ∣ z i“)’ 
n—>qo Ш1П 1

feK^E)

± ≡1⅛ Re/(Z)= T⅛ (*ez±iz∣2). ∕e*θ (£)
lim max arg∕(z) = arcsin ± argz, ∏→co min z

ftK°n<E)

где знак плюс в правой части указанных равенств соответствует символу max, а знак минус соответствует символу min.
6. Lietuvos matematikos rinkinys, XII (3)
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Теорема 6. Пусть z — фиксированное число и ∖z ∣=r<l. Тогда для 
любой функции f(z)eB(E) справедливы точные оценки

(l+r)i ≤r≡∕'(z)≤ (12r)≈ - 0≤r≤'2- •
⅛⅜≤w'ω≤τ⅛, 4<r<ι,

— η(r)≤Im∕' (z)≤η(r),
где , (l∕fr8+T-l)l∕ (l+3r2) ]∕8r2Tl-(4r4 + 7r2+Γ)

W 1/2 ]∕l-72 [V^878^+l-(2r8+l)]2

(20)
(21)
(22)

(23)

Знаки равенства реализуются лишь функциями вида f (z)=z (1 -eia z)~1. Доказательство. Все эти неравенства доказываются приемом, ана­логичным использованному при доказательстве теоремы 4. Для определен­ности остановимся на втором из неравенств (21). Введем непрерывный функ­ционал I [∏ = Re f (z) на классе В (Е) и рассмотрим соответствующую этому функционалу функцию h (ζ,∕) = Re ∕' (z, ζ), которая является гармоничес­кой в круге ∣ζ∣<l. Если φ (z) максимальная функция рассматриваемого нами функционала, то по теореме 3 имеемRe φ' (z, ζ) = Re φ' (z)при любом ζ∈E. Отсюда получаем функциональное уравнение относительно Φ(ζ)
Решая это уравнение, получим

/гч =_______________ ζz8φ(z)-[φ(z) + zφ,(z)]ζ8______________ 24.
[ζ(l-Vφ'(z))+z ]∕φ'(z)] ∙ [ζ(-l-l∕φ'(z))+zVφ'(z)]Так как не могут одновременно выполняться неравенстваI z V φz (*) I > 1 I z V φ, (*) I > 1∣ι-V√ωk ’ ∣ι+V⅞7ωr ’то один из корней знаменателя в (24) лежит внутри единичного круга. Од­нако функция φ (ζ) аналитична в ∣ ζ | < 1 и поэтому рациональная дробь от­носительно ζ, стоящая в правой части (24), должна быть сократима. Учиты­вая, что φ (0)=0, φ' (0) = 1, получим функцию φ (ζ) в следующем виде:9(0=-Γ⅛∙

Так как φ (ζ)∈B (Е), то ∣ а ∣≤1, т.е. φ (ζ)∈P0 U0∙ Элементарным путем можно убедиться в том, что второе из неравенств (21) выполняется для любой функ­ции из Pq(E).Из теоремы 1 и теоремы 6 получаем следствие 7.
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Следствие 7. Справедливы равенстваlim max Re f, (z) = .j- .⅛-, O ≤ r < 1,
π→∞∕eKθ(E) ' 'lim min Re f (z) = * ⅞,> θ ≤ r ≤ y »
"→∞ ∕6J⅛(E) U+dlim min Re f, (z) = 91z7‰-» 4 < r < 1,
"→"∕e⅛(E) 2(1_r) 2lim max Im∕'(z) = η(r), O≤r<l,
n^*∞ ∕e Eθ (E)lim min Im f' (z)= — η (r), 0 ≤ r < 1,
"→∞ feK^(E)

где I z ∣=r< 1 и η (г) определяется формулой (22).
5. Теорема 7. Пусть S (f) означает площадь области Dr, являющейся 

образом круга ∣ z ∣≤r<l при отображении его с помощью функции f(z)≈ 
=z+a2z2+ ... из класса В(Е). Тогда имеют место точные оценки

π∣β≤S(∕)≤ 7r⅛5- ∙
Знак равенства в первом из этих неравенств достигается функцией φ (z) ≡ z, 
а во втором функцией φ (z)=z (1 — eia z)~1∈P0 (Е), где 0<α<2π.Действительно, площадь S (f) области Dr выражается формулой ([6]):^S,(∕) = π(r2 + 2 I a2 ∣ r4+ ∙ ∙ ∙ + n∖aa∖r2n + • • •).Согласно следствию 1, имеем ∣ <7n ∣ ≤ 1 и поэтомуπr2≤S(∕)≤π(r2 + 2r4+ ∙ ∙ ∙ + nr2" + ∙ ∙ ∙) = -fτ^φ- ,что приводит к справедливости теоремы 7.

Следствие 8. Справедливы равенстваlim max S (f) = ,
n→∞ ∕eκJ(F) v ,lim min S(∕) = πr2.
n→∞

Вильнюсский инженерно-строительный Поступило в редакцию
институт 1.IX. 1971
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KAI KURIOS VBENALAPIŲ FUNKCIJŲ KLASĖSE. Kirjackis
(Reziumė)Reguliari vienetiniame, skritulyje E funkcija∕(z),∕(0)=0,∕' (0) = 1, priklauso klasei K⅛(E)t jei bet kuriems z0, z1.......... zneE funkcijos F(z)=ztl~l f(z) padalytas skirtumas [z0 zl ... z„] nėralygus nuliui. Klasė KJ(E) sutampa su vienalapių funkcijų klase ir K^(E)^>K% (E)⊃K%(E)d ...Darbe nagrinėjame kai kuriuos ekstremalinius uždavinius K∏ (E) klasėse.
ÜBER GEWISSE KLASSEN SCHLICHTEN FUNKTIONENE. Kirjatsky
(Zusammenfassung)Eine im Einheitskreise E reguläre Funktion ∕(z),∕(0)=0,∕'(0)= 1 gehört derJKlasse K⅛ (E) an, sofern die dividierte Differenz л-ter Ordnung] [z0 z1 ... zn] der FunktionF(z)=zn~1 f(z) für beliebige z0, z1, ... zneE nicht gleich Null ist. Die Klasse K[ (E) ist mit der Klasse der bereiche E schlichten Funktionen identisch und K}(E)⊃KgCE)⊃Kg(E)⊃...In der Arbeit werden einige extremale Aufgaben für die Klassen К® (E) untersucht.


