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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В. Μ. Круглов

Пусть дана последовательность одинаково распределенных случайных 
величин ξ1, ξ2, ...» ξπ, ... со значениями в действительном сепарабельном 
гильбертовом пространстве Н. Рассмотрим новую последовательность слу­
чайных величин

γ)n =
ξ1 + ξ,+ ...+ξ,

А '°п
(1)

где bπ>0 — действительные числа, ап — элементы из Н. В работе [1] доказа­
но, что, если при некотором выборе чисел bn>0 и элементов а„ существует 
собственное предельное распределение для величин (1), то характеристичес­
кая функция (х. ф.) предельного закона имеет вид либо

, ч (а. Я—į ‰ -Я z04
g(j) = e 2 , (2)

где а — фиксированный элемент, S — некоторый 5-оператор, либо

gb>) = expp(α, j)+ f 1*^^, ) Jm]**, (3)

где а — элемент, М — спектральная мера, конечная на дополнении каждой 
окрестности Θ (нуль Я) и такая, что

1) f II х IP dM< со,
II X ∣ι< 1

2) существует число 0<а<2 такое, что [для любого числа А>0 и любого 
множества ЛеЭД М (λ~1 Λ) = λa М (Л). Здесь ЭД а-алгебра борелевских мно­
жеств пространства Н. В работе [1] такие распределения называются 
устойчивыми с показателем а. Предположим, что параметр п в (1) пробе­
гает не весь натуральный ряд, а последовательность njt которая удовлетво­
ряет условию

nj<nj+1 lim —/+- = r, 1 ≤ г < ∞. (4)
j→oo nj

Целью этой заметки является описание класса ЭД предельных распределе­
ний для величин ∙f∖n. при условии, что {nj} удовлетворяет условию (4). Ясно, 
что класс ЭД содержит все устойчивые распределения.

*> (*> у), IIУ II. как обычно, обозначают скалярное произведение и норму в Н.
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Теорема. Для того чтобы распределение G&& необходимо и достаточ­
но, чтобы х. ф. g имела вид: либо (2), либо (3), где функция множеств М 
удовлетворяет условиям:1) существуют числа 0<α<2, Т>0 такие, что для любого изме­
римого множества А М (A)=e*τ∙ М (eτ∙ А),

2) является мерой, M(A)<∞, А= {у : || у ∣∣1}.Доказательство. Необходимость. Обозначим f х.ф. случайной величины ξ1. По условию имеем: равномерно на каждом шаре конечного радиусаlim[∕(⅛-,Λ)P∙e'Λ∙'>=g0-), (5)
7→∞Так как ∣ g ∣≠1, то существует элемент^еЯ такой, что | g (у) | < 1. Положим φ W=∕(0')> <1 (t)=g (ty)∙ Заметим, что q (t) собственная х.ф. действительной случайной величины. Из (5) следует, что равномерно на каждом ограничен­ном сегменте c≤r≤*Zlim [φ(bi 1 t)]"Je'cJ, = q(t),cj = (ai,y).Рассмотрим два случая.1. Пусть r> 1. Имеем
×eicJ^t .

(6)

(7)По теореме А. Я. Хинчина ([2], стр. 95), существуют последовательность 
{j,} и числа γj, такие, что х.ф. [φ (⅛τ[ ι t)]nj' ∙ crfj't сходятся к некоторой х.ф. ψ. По другой теореме А. Я. Хинчина ([3], стр. 45), либо ∣ψ ∣≡1, либо Ψ (О = Q (at) eibt, 17lθ a>Q, b — некоторые числа. Так как Į q ∣≠1, то ψ(r) = 
= q (at) ∙ eib,. Переходя в (7) к пределу по подпоследовательности {j,}, полу­чим, что q удовлетворяет функциональному уравнению

q(t) = [q(at)}r ∙eib,, 0<a<l. (8)Покажем, что 0<c<l. Случай а=1 исключается, так как q — собственная х.ф. Пусть a> 1. Из (8) следует, что для любого натурального п ∣ q (a^"∕)∣ ≤ 
≤∖q (t) |. Полагая n→∞, получим ∣ q (t) ∣ = 1, т.е. ∣ q ∣≡ 1. Докажем, чтоlim⅛∕⅛+1 = a. (9)

j→∞Пусть для некоторой последовательности {j'} bj∣bj, +ι→c. Если с=0 или с=оо, то из (7) легко получим,что ∣ q ∣≡1. Следовательно, 0<c<oo. Так же, как (8), докажем, что q (t) = [q (ct)]reidt, где d— некоторое число. Если a≠c, то из равенства ∣ q (at) | = |ę (ct) | следует, что ∣ q [≡ 1. Из сказанного вклю­чаем, что последовательность {¾∕⅛+1} ограничена и имеет единственную предельную точку а. Равенство (9) доказано. Используя (5) и (9), получим
g (у) = lim [Z(*∕⅛-,1 J')Γy+1 ∙ e' ω∙,+r y' =

J→∞ (10)
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Так как х.ф., заключенные в квадратных скобках, сходятся равномерно на каждом шаре конечного радиуса к g (ay), то последовательность exp{ι(⅞+1--^r aj, /)}сходится равномерно на каждом шаре вида {y : ∣∣y∣∣≤c} к непрерывной функции g(y)∕g(ay). Отсюда заключаем, что элементы aj+1-bj∕bj+1 aj сходятся по норме к некоторому элементу ЬеН. Учитывая это, получим из (10) ^(j) = [g(αj)]r∙^tfc,n. 0<α<l. (И)2. Пусть г=1. Покажем, что в этом случае g (у) — устойчивая х.ф. Назна­чим любое число 0<v<l и выберем подпоследовательность wπιφ такую, чтобы
nm<P<nj, lim-^-=v.

j→ x> nJС помощью тождества (7), в котором nj+1 заменено на nj, а nj на nm (j}, так же, как (11), докажем
gv (у) = g (оу) ∙ ei (Ь> , О2)где A=α(v)>0 — некоторое число, b=b(v) — некоторый элемент. Полагая v=n-1, и=1,2, ..., получим из (12), что g — устойчивая х.ф. [1].Таким образом, наша задача сводится к описанию безгранично делимых б.д. распределений, удовлетворяющих уравнению (11). Напомним канони­ческое представление б.д. х.ф. g [4]:
g О) = exp[z(α0, J>) + ∫ (e'<x∙>> — 1 — dM^ , (13)где о0 элемент из H, S — j-оператор, М — спектральная мера, конечная на дополнении каждой окрестности нуля Н и такая, что (* || х Ц2 dM < ∞.II X ∣∣< 1Это представление единственно. Из (11) и (13) следует(1 -raz)(Sy, у) = 0, уеН, (14)
M(A) = rM(a~1 ∙ А), Ае9{. (15)Существует единственное число α>0 такое, что raa=l. Покажем, что, если a≥2, то M≡0. Предположим противное, т.е., что a≥2, но Λf≠0. Заметим, что Λf(Λo)>O, Ao = {y : a≤ || у || < 1}. (Если Λ∕(Λo)=0, то из (15) следует, что M≡0). Обозначим An = an ∙ Ао. Имеем

f ∣lxliMΛ∕ = 2 [ l∣x∣l8<W ≥ X a1"l+1>-Λf(An) =
)i х '∣1< 1 л = 0 Aft п = 0= ∑ a8'"+1> ∙ r"∙ Λ∕(Λ0)= оо , (м(Л„) = г"Л/(Я0)) ,л=0так как ra2≥ 1. Это противоречит свойству спектральной меры. Из сказанного следует, что, если a=2, то предельное распределение G нормально (см. (13)), если 0<a<2, то S=0 (см. (13) и (14)) и х. ф. имеет вид (3). Докажем, что спектральная мера М удовлетворяет условиям, пере
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численным в формулировке теоремы. Условие 2) очевидно. Положим T= —In а. Из (15) следует
М (А) = e*τ∙M(eτ∙ А), Ае Я.

Достаточность. Пусть функция множеств М удовлетворяет условиям 1) и 2) теоремы. Докажем, что она является спектральной мерой. Обозначим Λn={y : α"+1≤ ||у ∣i <an }, an=e~τ, r=a~a. В силу свойства 1) имеем
f ∣∣x∣∣sΛΠ=∑ f ∣∣x]l*Mf≤∑ ai"∙M(An)=ι∣x]l<l л=0 An n=0∞

= ∑ a2π∙rnM(A0)< оо,n=oтак как a2r<l. Из свойств 1) и 2) функции М легко следует, что мера допол­нения каждой окрестности нуля Н конечна. Функция g, соответствующая спектральной мере М по формуле (3), есть х.ф. и удовлетворяет уравнению 
где b — некоторый элемент из Н. Последнее соотношение показывает, что 
Ge4L. Теорема доказана.
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APIE VIENĄ RIBINIŲ PASISKIRSTYMŲ KLASĘ HILBERTO ERDVĖJE

V. Kruglovas

(Reziume)

Aprašoma klasė ribinių pasiskirstymų atsitiktinių dydžių (1) sumoms, esant sąlygai, kad pa­
rametras n perbėga seką λ7∙, tenkinančią sąlygą (4).

ON A CLASS OF LIMIT DISTRIBUTIONS IN HILBERT SPACE

V. Μ. Kruglov

(Summary)

The paper describes a class of limit distributions for the sums of random variables (1) under 
condition that runs over series {nj} satisfying the condition (4).


