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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯФ. Ф. МишейкисСледуя Μ. Лоэву ([1], стр. 348), утверждаем, что закон распределения (з.р.) GeLc (0<c<1), если его характеристическая функция (х.ф.) g (t) удо­влетворяет равенству
g(t)=fc(t)g(ct), (1)где fc (t) — некоторая х.ф. Для нас также представляет интерес класс рас­пределений L, введенный А. Я. Хинчиным, и класс распределения Io, вве­денный Ю. В. Линником. Известно ([2], стр. 156), что з.р. GeL, если и только если его х.ф. g (г) для любого с, 0 < с< 1, удовлетворяет равенству (1), где fc (t) х.ф. Распределения класса £ безгранично делимы. Класс Io ([3], стр. 145) состав­ляют все з.р. G, которые не имеют не безгранично делимых компонент. В даль­нейшем воспользуемся каноническим представлением безгранично делимого закона G в форме Леви:
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о 1 *где функции спектра М (и) и N (и)1) не убывают соответственно в интервалах ( — ∞, 0), (0, ∞)∖2) удовлетворяют соотношениям М ( — ∞) = Λf(+∞)=O и
О εJ* u2dM(u) + f u2dN(u)<∞

— ε Öпри любом конечном ε>0.Также нам понадобятся следующие утверждения.Теорема А ([2], стр. 159). Для того чтобы з.р. GeL, необходимо и доста­точно, чтобы функции М (и) и N (и) в формуле (2) при каждом значении и имели правую и левую производные и чтобы функции
uM, (и) (w<0),
uN'(u) (u>0)были невозрастающими (при этом М' (и) и N' (и) означают любые из произ­водных — правую или левую, в разных точках, быть может, различные).
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Теорема Б ([3]), стр. 145). Для того чтобы безгранично делимый закон G, имеющий гауссову компоненту, содержал только безгранично делимые компо­ненты, необходимо, чтобы его пуассонов спектр (множество точек возраста­ния функций М (и) и N (и)) был конечным или счетным. При этом, если по­ложительный спектр (множество точек возрастания функции N(w)) прону­меровать по порядку возрастания (т.е. большую частоту снабдить большим индексом, а индексом 0 сопровождается свободно выбранная частота) μk(fc=0, + 1, ±2, ...), то соотношения μk∕μfc-ι должны быть натуральными числами, большими единицы. Аналогично с отрицательным спектром.Теорема В ([3], стр. 245). Пусть существуют константы k>0, с>0 та­кие, что N' (и) > k почти везде на интервале (0, с). Тогда соответствующий безгранично делимый закон Gεlo (т.е. G имеет не безгранично делимые компо­ненты). Такое же утверждение верно, если M' (и) > k почти везде на (—с, 0).Теорема Г ([3], стр. 183). Если пуассонов спектр безгранично дели­мого закона G имеет вид, указанный в теореме Б, и ограничен, то GeI0, т.е. имеет только безгранично делимые компоненты.
2. Теорема 1. Для того чтобы з.р. G был нормальным, необходимо и 

достаточно, чтобы GeL и GeI0.Доказательство. Известно, что нормальный закон принадлежит клас­сам распределений /0 и L. Покажем, что других законов, общих этим классам, не существует.Пусть з.р. GeI0 и имеет гауссову компоненту. Из теоремы Б следует, что его пуассонов спектр обязательно будет конечным или счетным, а из теоремы А вытекает, что GεL.Пусть з.р. GeI0 и не имеет нормальной компоненты. Функции спектра 
М (и) и Λ√u) можно записать в виде

M (и) = a1 M1 (и) + a2 М2 (и) + a3 М3 (и),

N (и) = b1 N1 (и) + b2 N2 (и) + b3 N3(u),где ai, bi≥0 (∕=1,2,3), M1 (w), N1(u) — абсолютно непрерывные, M2(u), 
N2 (и) - сингулярные, M3 (и), N3 (и) - дискретные функции спектра неко­торых безгранично делимых законов.В случае α3>0 (⅞>0) из теоремы А получаем, что GeL.Пусть Z>1>0 (α1>0). В силу теоремы В необходимо исследовать следу­ющие три возможности.1. Существует такая константа е>0, чтор{м: N, (w) = 0, w∈(0, c)} = 0,где μ - мера Лебега(μ{wιΛf, (w) = 0, ue(-c, 0)} = 0^ ,но при всякой константе с>0 и всякой константе k>0

μ{ιr.N'(u)≤k, w∈(0, c)}>0(μ{и: M,(u)≤k, ue(-c, 0)} > о) .
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и

2. Существует константа с>0 такая, чтоμ{wrN'(u)>0, w∈(0, c)} = 0(μ { и: М' (и) > О, и ∈ (— с, 0)} = 0) .3. Для каждой константы с>0μ{ui N'(u)> 0, u∈(0, c)}>0
и

μ{ur N'(u) = 0, не(0, c)}>0(μ { и: M,(u)> 0, ие( — с, 0)} > О
μ { и: M,(u) = 0, ue(-c, θ)}>θj.В случае 2 найдется интервал (c1, c2) (c≤c1<c2), где почти всюду N' (и) > >0. По теореме А получаем, что GeL.В случае 3 фиксируем о0 и берем

c1 = μ { u∖ N'(u) > 0, w∈(0, c)}>0.Посколькуμ{u., N'(м) = 0, w∈(0, c1)}>0,то найдутся точки w>c1, где или N'(u) не будет существовать, или uN' (и) будет возрастать, откуда следует, что GεL.Разберем случай 1. Фиксируем константу с>0 и берем константу k>Q настолько маленькую, что
c2 = [l{u'. N'(u)>k, we(0, с) } > 0.Посколькуμ{uι N' (u)≤k, ue(0, c2)}>0,то найдутся точки u≥c2, гДе или N' (и) не будет существовать, или и N' (и) будет возрастать. Опять получаем, что GeL.Остался случай Z>1=0, Z>3=0, b2>Q (α1=0, α3=0, α2>0). Найдется интер­вал (c1, c2) (0<c1<c2), где N (c2) — N (c1) >0.Следовательно, найдутся точки w∈[c1, c2], в которых не будет существо­вать левая или правая производная N' (и). По теореме А получаем, что GeL.Теорема доказана.

3. Теорема 2. В классе законов с гауссовой компонентой, из которого 
исключен сам гауссов закон, с классом 1° пересекаются те и только те клас­
сы распределений Lc, для которых c=∖∣k, kE∖2,3>, ...}.Доказательство. Необходимость. Пусть з.р. GeI0. Из теоремы Б сле­дует, что его пуассонов спектр будет конечным или счетным. Пусть также 
GeLc, где 0<c< 1. Тогда найдется х.ф. fc (t) такая, что будет удовлетворено равенство (1). Пуассонов спектр x.φ.∕c (t) тоже будет конечным (но не пустым) или счетным. Тогда логарифм х.ф. можно представить в виде
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где λm>0, если m≤m0, λm=0 если m>m0, Х_л>0, если m≤λ0, λ.n=0, если 
n>n0 (1 <w0 + w0≤оо), μm>0, ул>0. Поскольку равенство (1) эквивалентно равенству

00

*ω=∏∕Λc'o, (3)
ι=0

ТО lθgs(0=∑ lθg∕e(c,<) =
«=0

Пусть, например λ1>0, μ1>0. Тогда среди частот y∕m по формуле (3) должны быть частоты μ1c,' (z=0, 1,2, ...). Пусть μ∙>μ'∙. Поскольку g (z)∈Z0, τ0 πo τeo^ реме Б μ,∙∕μ'∙=fc, где fc∈{2, 3, ... Это значит, что также должно быть μ1∕μ1c= 
=к, откуда получаем необходимость нашей теоремы.Достаточность. Покажем, что при с = ∖Ik, kε{2, 3, в составе класса 
Lc сможем найти ненормальные з.р., имеющие нормальную компоненту, ко­торые также принадлежат классу Io.Пусть х.ф. fc (t) является х.ф. композиции нормального и пуассонова законов. Тогда логарифм х.ф. можно записать в видеlogΛO) = ∕γ∕- ⅞→{e'"-l --f⅛5∙ }λ,где μ>0, λ>0. Составим сумму

00 002 logA(rcj)=<γ< 2 а-
1-0 1=0

-^∑<2'÷∑H->-⅛h=

7∙=0 7=0= -Y 1 - 1 -T⅛} dlfM' <4>где N (и) будет изменяться только в точках μy=μc>,√=O, —1, —2, так как величина этого изменения λ, то N(u) = (j-1) λ, когда u∈[μ7+j, μj∙), N (u) = 0, когда w∈[μ0, оо). Поскольку для каждого ε>μ0f u2 dN(u) = 2 c2j λ = 1 *c⅛- < ∞ ,
о 7=0то получаем, что при помощи формулы (4) записано каноническое представле­ние некоторого безгранично делимого закона G, т.е.
gω-∏Λ(^)~Λωg(c')∙

7 = 0
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Следовательно, этот з.р. GeLc. Пусть c=∖∣k, ke{2, 3, Видим, что тогда μ7+1∕μj.=fc, т.е. пуассонов спектр имеет вид, установленный в теореме Б. Поскольку этот спектр ограничен частотой μ0, то по теореме Г GeI0.Теорема доказана.Пусть теперь
Aω=<γ'+{eiμ,-ι-τ⅛1⅛Jλ>где λ>0, μ>0. Тогда в выражении (4) будет σ=0. Пусть c=∖Ik, ke{2t 3, ...}. Таким образом, мы опять получили з.р. GeL1∣k, спектр которого ограничен и имеет вид, указанный в теореме Б, но только теперь этот закон не содер­жит гауссовой компоненты. По теореме Г этот закон принадлежит также классу распределений Io. Таким образом, мы доказали следующее утвержде­ние.

Теорема 3. Классы распределений Lc, для которых c∈∣i, у, ...}, 
с классом Iq пересекаются также в классе законов без гауссовой компоненты.4. Пусть логарифм х.ф. g (t) можно записать в виде

оlθgS(0= f {eitu — 1-itu∣(i+u2)} φ(u)du +-∞ (5)
∞+ (* { e'tu — 1 — ⅛w / (1 + w2)} ψ (и) du, 

огде функции φ (и) и ψ (и) почти всюду неотрицательны и непрерывны и для каждого ε>0 удовлетворяют условию
0 ε

f и2 ср (и) du+ f u2 ψ (и) du < ∞.
-ε 0Р. Кюппанс доказал необходимость ([4]), а И. В. Островский ([5]) доста­точность следующей теоремы.Теорема Д. Для того чтобы х.ф. g (г), имеющая вид (5), не содержала неразложимых компонент (т.е., чтобы g(∕)∈Zu), необходимо и достаточно, чтобы существовала такая константа г>0, при которой выполняются ус­ловия :(1) φ (u)≡0 почти всюду, ψ (u)=0 почти всюду, если w∈[r, 2г];(2) ψ (w)≡0 почти всюду, φ (w)=0 почти всюду, если w∈[-2г, —г]. Эту теорему используем при доказательстве следующей теоремы. 

Теорема 4. В классе законов, определяемых формулой (5), классы рас­
пределений Io и Lc (0<c<l) не пересекаются.Доказательство. Для того чтобы закон распределения GeIq, должны выполняться условия теоремы Д. Пусть выполняются условия (1) теоремы Д. Тогда з.р. GeIq и ее функция спектра будет следующая:

N(u)=-j' ψ(x)dx.
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Допустим, 4τog(∕)≡bc (0<c<l) и пусть N1(u) функция спектра, соответ­ствующая х.ф. fc (t), которую определяет равенство (1). Получаем равенство
N(u) = N1(u)+ Лг(у),или
N (си) = (си) +N (и).Фиксируем число u = -r^- r>2r1 +си получаем равенство

Поскольку ΛΓ(2r)=0, то должно быть*=j4-⅛'∙H(-i⅛')∙Если было бы α<0, то для u<r получили бы, что
N(cu)≤a + N(u), 'а это невозможно, поскольку при w≤r N (и) = N (г). Пусть число г подобрали таким образом, что для каждого ε>0μ{urψ(u)>0, ue[2r- ε, 2r]}>0.Но это означает, что α<0, и тем самым GεLc для всех cf 0<c< 1. Доказатель­ство аналогично, если будут выполняться условия (2) теоремы Д.Теорема доказана.Вильнюсский государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 29.XI. 1971Литература1. Μ. Л о эв, Теория вероятностей, Μ., 1962.2. Б. В. Гнеденко, А. Н. Колмогоров, Предельные распределения для сумм незави­симых случайных величин, Μ., 1949.3. Ю. В. Линник, Разложения вероятностных законов, ЛГУ, 1960.4. R. C u p p e n s, On the decomposition of infinitely divisible characteristic functions with continuous poisson spectrum II, Pacific Journal of math., 29, № 3 (1969).5. И. В. Островский, О разложениях безгранично делимых законов без гауссовой ком­поненты, ДАН СССР, 162, № 1(1965), 48-51.

APIE KAI KURIAS PASISKIRSTYMO DĖSNIŲ KLASESF. Mišeikis
{Reziume)Pagrindinis šio straipsnio rezultatas yra ši teorema: jeigu neišsigimusi pasiskirstymo funk­cija G (x)εL ir G (x)∈ Io, tai ji yra normalinė.
ABOUT CERTAIN CLASSES OF LIMITING LAWSF. Mišeikis
(Summary)The next theorem results from the present paper: if a nondegenerate distribution function 
G (x) is self-decomposable and has no indecomposable factors, then G (x) is normal.


