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КРИТЕРИИ ЭРГОДИЧНОСТИ ОДНОРОДНЫХ МАРКОВСКИХ ЦЕПЕЙ 
В СПЕЦИАЛЬНОМ ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ. I3. НавицкасВ статье предлагаются некоторые критерии положительности состо­яний однородных (в отношении времени) марковских цепей в специальном фазовом пространстве. Эти критерии более удобны для практического поль­зования, чем применявшиеся до настоящего времени.
§ 1. Введение1. Эргодические свойства однородных цепей в основном исследованы в терминах типа „возвратность". Но для практических целей такая эргоди­ческая теория мало пригодна, так как установление возвратности в общем случае ничуть не легче, чем исследование самой эргодичности данной марковс­кой цепи.Поэтому целесообразно найти такие критерии эргодичности, которые можно было бы легко практически проверить. Очевидно, эти условия должны быть выражены в терминах условных вероятностей перехода через один шаг.Конечно, найти критерии эргодичности указанного типа в самом общем случае невозможно. Сначала необходимо исследовать довольно простые марковские цепи, а затем уже перейти к более сложным.2. Прежде всего сжато изложим основные, хорошо известные факты из теории эргодичности марковских цепей (см. [1], часть I).Пусть дано фазовое пространство Е (счетное множество) и марковская цепь (xn, h≥0) со значениями из Е, определяемая условными вероятностями перехода через один шаг:

Pl,b = P{xπ+ι = b =для всех h≥0 и а, ЬеЕ.Предположим далее, что все состояния (xn, λ≥0) являются одним су­щественным классом.Корректность и согласованность условных вероятностей, а также на­личие абстрактного пространства (пространства траекторий) Ω и а-алгебр ‰=σ (х„, 0≤w≤1y), 5⊃‰ с индуцированной на 5 вероятностной мерой Р посредством условных вероятностей будем предполагать всегда, далее не упоминая об этом.
8. Lietuvos matematikos rinkinys, XII (3)
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I. Если система уравнений

∑ uaPab = ub (ЬеЕ)
аеЕ

(1.1)

имеет хоть одно ненулевое положительное суммируемое решение, т.е.

иа > 0, 2 ua < + ∞ >
аеЕ

то оно в виде

u,a= =p^ = limP{x=alx0 = b}
2, “с a→ζ°

сеЕ

единственно и является стационарным распределением цепи (xπ, n≥0) с по­
ложительными состояниями.

II. Заметим, что и в общем случае возвратности марковской цепи (x„f 
n≥0) система (1.1) имеет также положительное решение и оно единственно 
если wβ=l для какого-то фиксированного состояния аеЕ может быть удо-, 
влетворяющим условию

Σ «.= + ∞

аеЕ

(т.е. когда состояния цепи (xn, л>0) нулевые). Кроме того, нетрудно дока­
зать, что система (1.1) всегда имеет хотя бы одно положительное, может быть, 
даже неограниченное решение.

III. Если марковская цепь (xn, и>0) возвратна, тогда для любых функций 
(α), g (α) c областью определения Е и областью значений (-∞, ∞) спра­

ведливо соотношение (см. [1], теор. 15.1, стр. 134) 

Σ гм

lim 4j---
n→∞ c-,

Σ *<x'>

ι = l

f (а) ua

аеЕ

∑ g{a)ua

аеЕ

= 1, (1-2)

когда ряды

∑f(a)ua, ∑g(a)ua
аеЕ аеЕ

конечны и не равны нулю.
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3. Рассмотрим (см. [1], § 12, стр. 106) специальную марковскую цепь 
(x'πt h≥0). В фазовом пространстве £į={j;j=O, 1,2, ...} с условными ве- роятностями перехода через один шаг, равными

{λi, если j=i+∖, i≥0,1—λi, если j=i-1, ι≥l,
0 во всех остальных случаях,где λi>0, λ0=l, и любым начальным распределениемЬ<°):А<°)>0, 1∙=0, ], 2..............∑d0,= 1 }.

l i =o 'Марковская цепь (x', и>0) возвратна тогда и только тогда, когда (1.3)
и имеет стационарное распределение при выполнении (1.3) тогда и только тог­да, когда

Σ fl ⅛ >+oo∙ <1∙4>
л=1 i=1Как видно, проблема эргодичности в этом случае решена.4. Заметим, что из неравенств
0 < c1 ≤ λi ≤ c2 < 1 (i > 0), (1.5)и сходимости ряда

СО н (1.6)
следует (1.3) и (1.4). Этим фактом мы часто будем пользоваться.5. Целесообразно ⅛, w≥0) разумно обобщить. При определении какой' нибудь марковской цепи мы в дальнейшем не будем специально говорить о начальном распределении, так как оно для нас несущественно, хотя его существование предполагается.Введем несколько определений.Пусть {Λn}∞0 - последовательность непустых множеств, число эле­ментов которых не превышает определенного числа Λz^>0, тогда фазовоепространство определим E= ∪ (An×{n}), где {n}- множество из- одного* элемента п. n=0Обозначим

p(a, b) = ]i-j∖.
вогде a = (a,t i), b = (b',j) и а’, b'∈∣J Ая.

л=0

8*
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Определение 1.1. Марковскую цепь (x&>, h≥0) в E с одним существенным 
классом состояний назовем:

а) простой, если

p^p{x%i = b ^,= α} = j >0, когда p(α, Z>) ≤ const, 
≡0 в противном случае,

б) полунепрерывной, если

An^A, (w≥0), (1.7)

где А — какое-нибудь множество с конечным числом элементов и

>0, если a = (a', j)εb = (b', i), a', Ь’еА, p(α, Z>)≤l, 
≡0 в противном случае,

в) непрерывной (следуя Спицеру [2]), если имеют место (1.7) и

{
≥0, если p(α,Z>) = O, а, ЬеЕ,
>0, если a = (a', i), b = (a', j), o,eA, ρ(a, Z>)=l, 
≡0 во всех остальных случаях.

Определение 1.2. Две марковские цепи назовем эквивалентными, 
если они обе одновременно являются или эргодическими с положительными 
состояниями, или эргодическими с нулевыми состояниями, или просто 
невозвратным и.

Замечание 1. 1 Из вышесказанного ясно, что если система (1.1) (которую 
в дальнейшем будем называть стохастической системой уравнений марковс­
кой цепи (xn, w≥0)) имеет суммируемое положительное решение, то соответ­
ствующая (x,l, n≥0) является эргодической с положительными состояни­
ями.

Замечание 1.2. В дальнейшем (за исключением марковских цепей с конеч­
ным числом состояний) встречаются марковские цепи только с одним су­
щественным классом состояний, и об этом больше не будем упоминать.

Замечание 1.3. По каждой стохастической системе уравнений можно 
однозначно восстановить фазовое пространство и условные вероятности, 
т.е. восстановить марковскую цепь (хл, h≥0), которой соответствует данная 
стохастическая система. Этим фактом мы часто будем пользоваться.

В настоящей статье отыщем критерии эргодичности только для прос­
тых марковских цепей (выраженных, как уже говорили, в терминах условных 
вероятностей перехода через один шаг).

6. Введем важное для нас понятие кусков марковской цепи (x<^>, h≥0). 
Обозначим:

Wnl = {(a', j) '.a,EA, Wi≤7≤m2}. 0<w1≤w2,
ΓJ,, = {(α', nj-l) : a'eA},
Γζ, = {α'. n2+ 1) : а'еА },
⅜-Γi,∪CuΓ.',t
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Определение 1.3. Куском I типа полунепрерывной марковской цепи (х<£), п^О) в фазовом пространстве И"’ с границей Γnιn, назовем обрыва­

ющуюся в Цл* ** марковскую цепь (v„, n≥Q) с условными вероятностями пе­
рехода через один шаг:

* Здесь и далее предполагается, что величины, определенные для состояний аеЕ рав­ны нулю.** Предполагается, что fα⅛≡1 Для θcex αe¾ •Z>∈⅛Л1

{
pab, если а ∈ U"ls ,О, если аеГЛ1И1, a≠b,1, если a = b аЕ ГЛ1Ла.С цепью (v„, n≥0) можно связать совокупность гармонических неотри­цательных функций {f(x) zx∈¾}, определяемых условием

∑ 4obf(b)=f(a), (αe⅜).
Существует система гармонических функций {fa(b) : σ∈Γnιna} (которые на­зовем базовыми), удовлетворяющих∕β(6) = δ(fl, Ь),где

о, b е Γ,∏1∏s.Нам понадобятся величины, определяемые следующим образом:
G»,+,((*'.  У)) = ∑ Z<O', -+∣)((6'. 7)).

а'е Агде
W1≤√≤Λ2 *)•В настоящей работе будет указан способ вычисления базовых гармони­ческих функций, когда даны условные переходные вероятности через один шаг марковской цепи (vn, и>0).7. Определение 1.4. Куском II типа полунепрерывной марковской цепи 

(⅛e∖ n≥0) в фазовом пространстве Цл, с границей ГЛ,Л1 назовем марковс­
кую цепь (uπt n≥0) с условными вероятностями перехода через один шаг.

P{Un^ι = b∖un = a} = qab =
раЬ, если aellS; или аеГ„,„„ be↑l"n↑, 
qab, если a,bEΓ,f,l или а, ЬеГ”.О во всех остальных случаях *♦).

Совокупность {qab : а, bEΓf,ιf,i} назовем краевым условием куска II типа.
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С каждым куском II типа можно связать совокупность гармонических мер {κ(α)} (где α∈¾), определяемых следующим образом:2 κ(α)5rt = κ(6), (6e¾),
∑ x(α)=∣. (1-9)

αe⅛κ(α)≥0, (α∈⅛). (1.10)Каждому краевому условию соответствует только одна гармоническая мера. Введем векторыκ(¾, √)= į ^κ ((α', у)), κ ((⅛, y)j, (1.11)где δ=∑ κ((flz>7)) и {α∕}Γ=ι = ^∙ 
а'е АКаждое {⅞ofc} определяет один вектор типа (1.11). Итак, если краевое условие пробегает всевозможные значения, то получаем совокупность векторов типа (1.11), которую обозначим через 9Jζ (U^)∙В настоящей работе доказывается, что при довольно общих предполо­жениях имеет место:9Λj(l⅛)⊃¾(U^), (1.12)если только

Сей;, (из)и lim ≡√W,) = {κ<∞)(7)}. (1.14)
nt→□oсостоящий из единственного элементаκ<ccUy) = (κ<ocU<, у), . . ., κ<αc>«, у)) , (1.15)если только
qab=Pa0. (at ∕>∈Γ1). (1.16)Гармонические меры, а также векторы типа (1.11), можно вычислять непосредственно по формулам (1.8), (1.9) и (1.10).8. Для полунепрерывных цепей (x<p, w≥0) критерии эргодичности удоб­нее всего выразить через величины { κ}β>}y*0 и { Gtn ((Z>',y)^Z>'∈Λ }, так как будут указаны довольно простые и пригодные для практического пользо­вания способы вычисления этих величин. В общем случае х(ео) (у) можно вы­числить с желаемой точностью только через конечное число арифметических
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операций и тем самым получить оценки соответствующего ряда типа (1.18), если известны условные вероятности перехода через один шаг марковской цепи (x}p , h≥0). В этом и состоит преимущество предлагаемых критериев эргодичности./ Кроме того, доказывается, что каждую простую марковскую цепь мож­но эквивалентно преобразовать в полунепрерывную или в непрерывную.Справедлива теорема 1.Теорема 1. Пусть даны: а) полунепрерывная марковская цепь (х<р, λ≥0)∙, б) подпоследовательность натуральных чисел O=y0<y1< ... <js ... 
и {(7j∙s+1 ((δ', .∕s)) : b'eΛ}, вычисляемые из куска I типа марковской цепи 
(xβ∖ и>0) в фазовом пространстве ∏J5+17J и выполняются неравенства

0< е, ≤ ∑ σΛ+l((*'>Λ))∙χ,β, ((*'∙λ))≤<⅛< 1.∣Λ-Λ+1I < const. (1.17) 
Ь’еА

для всех s≥0 и условие^.2).Тогданеобходимым и достаточным критерием 
положительности состояний марковской цепи (xjp, zι≥0) является схо­
димость ряда. k Σ 4+1((⅛'. A))∙κ<≈>((ft-.A))∑∏~∑,-------------------------------------- < + ∞∙ (Ы8)t-ι ,-ι 1-2, G,s+1((6-,A))∙κ<ω>((*'.Λ))

Ь’еАВ настоящей работе также указывается метод, как, используя изложен­ные утверждения, можно найти (в общем случае приближенно) стационарное распределение марковской цепи (j⅛ζ>, и>0), если оно существует.9. Параграфы 2, 3, 4 и 5 являются вспомогательными: в них рассматри­ваются те преобразования марковских цепей, которые будут необходимы при установлении критерия эргодичности. В § 5 дается практический способ, как каждую простую марковскую цепь эквивалентно преобразовать в непре­рывную. В § 6 приводится доказательство теоремы [1.1, а в заключительных параграфах — разные практические критерии эргодичности (т.е. разные ана­логи ряда (1.18)) и приближенный метод отыскания стационарного распре­деления.Основная идея доказательства теоремы 1.1 — выяснение связи между гармоническими функциями, мерами и положительными состояниями Маркове кой цепи (х<Ъ, n≥Q). Это делается с помощью марковских цепей, вложенных в цепь (x^>, λ≥0).
§ 2. Общие преобразованияПрежде всего необходимо выяснить те преобразования марковских це­пей, при которых эти цепи остаются эквивалентными. Здесь приводятся две леммы, которые дают некоторый ответ на этот вопрос.Лемма 2.1. Пусть дана марковская цепь (х„, п>0) со значениями из Е 
и условными вероятностями через один шаг {pfl6} (а, ЬеЕ). Пусть далее



120 3. Навицкас

имеется последовательность чисел {ca : 0<jK1≤co≤X2<+ ∞, α∈E}, удовле­
творяющая условию

1 .
1 ~Раа

ca ≤ (2.1)

тогда марковская цепь (xnt n≥G) со значениями из Е и условными вероят­
ностями перехода через один шаг

P{xn+ι = b∖ ’Рab*

1 -ca(l -paa},
когда a≠b, 
когда a = b,

(2.2)

эквивалентна марковской цепи (х„, w≥0).
Доказательство. Для (xnt n≥0) стохастическая система уравнений 

имеет вид

Σ 9bPba = 4<, (aεE).
ЬеЕ

(2.3)

Имея в виду (2.1), (2.2) и то, что

Paa= 1 У Pabι

bεE∖{a}
получаем

∑ Pba cbqb= ( ∑ Pab) ca qa (а еЕ). 

beE∖{a} b≈E∖{a}

Заменим caqa через ра и получим стохастическую систему уравнений для 
(xn, и>0):

∑ Рьа ■ Pb=Pa (а ∈ Е)

ЬеЕ
(2-4)

Очевидно, что из (2.4) также следует (2.3), и решения систем уравнений (2.3) 
и (2.4) связаны формулой

Λ = c.9.∙ (2.5)

С другой стороны, нетрудно видеть, что преобразование, определяемое 
соотношением (2.2), инвариантно относительно возвратности, так как оно по 
сути дела есть равномерное преобразование меры Р на а-алгебре

Из сказанного следует доказательство леммы.
Замечание 2.1. Пусть имеем однородную марковскую цепь (xπi n≥O) 

в фазовом пространстве E с одним существенным классом состояний.
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I. Состояния положительны тогда и только тогда, когда для любого ε>0 и ieE существует конечное подмножество Eo (i, ε)⊂f и имеет местоP{xπ(ω)∈E0 для всех л ≥ 01 x0 = z } > 1 — ε. (2.6)II. Состояния (х„, n≥0) нулевые тогда и только тогда, когда для лю­бого ieE и конечного подмножества £ос£ существуют возрастающие с ве­роятностью 1 последовательности случайных неотрицательных целых чисел 
{nk (ω)}Γ=o и {nk (ω)J*L0 и, кроме того, имеет место

Р { lim n'k (ω)= ∞ }= 1, (2.7)
k→∞

Р { lim nk (ω)= ∞ } = 1, (2.8)
⅛→oo

P{xπ^eE∖E0 для всех Λr>0∣xo = i}= 1, (2.9)P{xn-∈E0 для всех k≥O∖xo = i}= 1. (2.10)III. Марковская цепь (xn, h≥0) невозвратна тогда и только тогда, когда для любого i<≡E и конечного подмножества Eo ⊂ Е существует N (it ε) > 0 и выполняется
Р { xn(ω)∈Γ∖E0 Для всех w≥M(f, ε) ∣ x0 = i} > 1 — ε. (2.11)Доказательство. Достаточность (2.6) очевидна, необходимость дока­зана в [1] (стр. 65, 66, теор. 7.4 и ее следствие).Необходимость (2.8) и (2.10) очевидна. Допустим, что существует конеч­ное подмножество Eθ, и для любой возможной последовательности 

{nk (ω) : nk (ω)≥0}, удовлетворяющей (2.7), имеет место
P{x'n'kEE∖E,Q для всех fc≥0∣Λo = ι}< 1 — ε, (ε>0),но это равносильно
P { х„ e Eq для всех и > 01 x0 = f} > ε,где конечное подмножество Eq ⊂ Е, и тогда в силу известных свойств марковс­ких цепей состояния (xn, п>0) положительны. Итак, противоречие доказы­вает необходимость (2.7) и (2.9).Достаточность (2.7), ...,(2.11) очевидна.Необходимость (2.11) следует из того, что невозвратная марковская цепь принимает каждое значение из £ с вероятностью 1 лишь конечное число раз.Лемма 2.2. Пусть дана марковская цепь (xnt n≥0) со значениями в Е 

и бесконечная последовательность марковских моментов {τn (ω)}∞0, удо­
влетворяющихMx0(τ0(ω))< + со,

p{ τ.+ι (ω)> ‰ (ω)}= 1, Mxτn (τn+1-τn)≤c< + оо.
для любого конечного n≥0.

(2.12)(2.13)
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Если yn (ω)=xτn (ω> определяет для всех п марковскую цепь (уп, π≥0) со свойствами'.а) однородную (по отношению к времени)’,б) с одним существенным бесконечным классом состояний',в) с начальным распределением

p'Sy = P{yo = d} = P{Xτ. = d∖xn = a}

и условными вероятностями перехода через один шаг

Pdc = P{yn-n = c∖yn≈d} = P{xw = c∖x^π = d} (и>0),
тогда (х„, n≥O) и (у„, п^О) эквивалентны.Доказательство. В силу наложенных ограничений на (у„, n≥0) для марковских цепей (уя, я>0) и (хя, и>0) применимо замечание 2.1.Пусть (х„, λ≥0) эргодична с положительными состояниями. В силу -определения (уя, и>0), строго марковского свойства цепи (х„, и>0) и заме­чания 2.1 для любого ε>0, де£ и dε{b'.P {xτo=b ∣ xo=α}>0} существует ко­нечное подмножество Eo ⊂ Е и имеет место

P{y^Ea для всех w≥0∣yo = J} =
= P{XτneE<, для всех Тл ≥ 0 1 xτβ = d } =

= P{x4~'∙ee<∙ для всех τn-τo>O!xo = i7}>
>P{xneEa для всех ∏≥O]xo = d}> 1 — ε,т.е. (уя, и>0) также является эргодической с положительными состояниями. Пусть (х„, n≥0) невозвратна. E1 — фазовое пространство цепи (уя, и>0). Так как множество E1⊂E бесконечно, то для каждого конечного подмножес­тва Eq, Eq=E1∖E0 не пусто. Аналогично предыдущему случаю, для любого ε>0, deE и aε {b : Р {xτβ = b ∖ x0 = d} ≥0} существует такое конечное число ΛΓ(ε, а)>0, при котором выполняются неравенства
]-ε<P{xnEE'0 для всех w≥ 7V(ε, a)∣x0 = a} == P{xn+τo∈Γ6 для всех n≥M(ε, c)∣xτo = a},∖P{xπ+τoεE,o для всех n≥M(ε, a))xro = a}--P{xτw∈E6 для всех w≥2M(ε, a)∣xτo = a}(<ε(что в силу (2.12) возможно, если M(ε, а) достаточно большой), т.е. (>'„, λ≥0) является невозвратной цепью.Пусть (xn, n≥0) возвратна с нулевыми состояниями.] Фиксируем конеч­ное подмножество Eq<≡E1 и ое {b : Р {xτo = b ∖ xo = d}>O}.Моменты времени п >0 разбиваем на две возрастающие непересекающиеся последовательности { n'k (ω) }®=0 и {n'k (ω) }®=0, удовлетворяющиеP{*^(ω)∈P∖E6l*o = a}= 1,P{x^(ω)∈E^∣x0 = a} = 1- (2.14)(2.15)
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Р { lim nfc = ∞ } = P{ lim n'^ = ∞ } = 1.

k→∞ k→∞Всилу(2.12),(2.13), (2.14), (2.15)и свойств а) иб) можно выбрать подпосле­довательности {⅛0⊂{⅛0 и {w*}*=oc={≤}λ=o со свойствами:
P{x⅛=ym-εEι∖El>∖Xo=a}≈},

P{x^jι=ym-eEi∖x0 = a}=l,

Р {lim ⅛= + ∞ } = Р { lim itfc = + ∞ } = 1,
k=∞ k→∞откуда обычным способом получаем

P{ym'EE1∖E,Q для всех m' ≥ 0 ∣y0 = α } = 1,
P{ym~εEQ для всех w">O∣jo = α}= 1,
Р { lim m, = ∞ } = Р { lim m" = ∞ } = 1,

n∣i→ao n∣c→∙<x>где λ∈{∂iP {xτo = Z>∣xo = d}> 0∣,τ.e. (у„, п ≥0) является возвратной марковской цепью с нулевыми состояниями.Этим доказательство леммы заканчивается.Ради упрощения изложения до конца настоящей работы (за исключе­нием § 6) положим Λ,∙≡Λ(j≥0), так как все результаты, полученные для 
00(χΦ, n≥0), где Ё= ∪ (A×{n}), без принципиальных изменений будут л = 0пригодны и для (х;£), w≥0).

§ 3. Гармонические функцииКоротко изложим хорошо известные свойства гармонических функций. Пусть дан кусок I типа на Ц* марковской цепи (xį£), h≥0).I. Если fa (Ь) базовая гармоническая функция, то

fΛb) = P{vτ^=a v0 = b}, (3.1)
Gn2+Λb) = P{vτ^EKt∖v0 = b}, (3.2)

где τ(ω)=inf {m : ⅛∈Γmi, αk∈lQ, 0≤k<m}.

Отсюда следует существование нетривиальных (т.е. тождественно 
неравных константе) гармонических функций для любого куска I типа, 
марковской цепи (х^>, n≥0), когда 0<n1≤n2< +∞.II. Принцип максимума и минимума. Пусть f (а) гармоническая функ­
ция, тогда справедливо (3.3)
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III. Любая неотрицательная гармоническая функция представима 
в виде:

f(b)≈ ∑ c.f.(b), (3.4)αern,n1
где множители ca≥Q.IV. Пусть на Г„1Л1 дана функция g (a) (g (α)>0, fl∈Γnιπi), тогда суще­
ствует единственная гармоническая функция f (b) в Й£, удовлетворя­
ющая условию

f(b)≡g(b) (Z>∈Γzil∏.) (3.5)
и имеющая вид

f(c)= ∑ g(b)fb(c) (сей:). (3.6)6≡1‰1Вычислять базовые гармонические функции удобнее всего с помощью свойства 1. По формуле полной вероятности получаем
P{vτ = a I v0 = b} = 2 p{vm=a, ^ = m\vQ = b}.

т=0Обозначим:
P{ vm = (a',j), τ = m}≈p^jy

P{vm = (c∖k)}=plc7%,где
a', c'eA; j=n1+l, w2-1; w1≤Ar≤w2,Тогда опять по формуле полной вероятности имеем
p,am = P{v0 = a}, (а еЙ1),Pαm,= ∑ 4c<,Pim^1∖ (а еЙ!) (w>l). (3.7)

Обозначим:
∑ 4m, = -K({∕⅛0,}. Ь), (*ей:). (3.8)

т = 0Тогда, просуммировав по т (3.7) и подставив в результат (3.8), получаем систему уравнений
к({pi°,}, b) = ∑ qcb K( {∕><0> }, c)+<>, (3.9)
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где *∈¾ и K({p^},b)является функцией Грина обрывающейся марковской цепи (v„, n≥0) при начальном распределении{jp<°>ταel⅛, ∑ ∕><0>=l Į,αel⅛существование, положительность и конечность которой хорошо известны (см. [5]).Положим
K({pOn}, a) = K(c, а)

при ∕⅛0l = 8 (а, с), где с фиксировано. Тогда имеют место следующие свойства.V. K( {y⅛°>}, a)= ∑ p^K(b, а).

VI. K(b, a) = π(b, а)-К(а, а), 
где π(Z>, a) = Р { vn = a для некоторого n\vQ = b}.

VII. ∕α(c) = X(c, а) (c∈Γw c∈⅛).

VIII. Прямым вычислением легко проверяется'.

K(a, a) = caK(at а) (fl∈lβ),
K(at a) = K(at а)

π(bt a) = π(b, а) (bE↑⅛),

fa(b)=fa(b) (β∈Γw ⅛∈¾),

где К (а, а), π (b, а), fa (Ь) — соответственно функция Грина, вероятность 
достижения а из b и гармоническая функция преобразованного по описан­
ному в лемме 2.1 способу куска 1 типа марковской цепи (x(e), λ≥0).Итак, искомая базовая функция fa (Ь) находится по формуле VII, а 
К (Ь, а) — из системы уравнений (3.9) при соответствующем выборе началь­
ных распределений, т.е. ∕⅛ω = δ(c, Ь).

§ 4. Вложенные цепи МарковаПусть имеем полунепрерывную марковскую цепь (xj^), m≥0) и беско­
нечную подпоследовательность целых чисел 1= {js: O≤j0<j1< ..., js+1-js≤ 
≤const. Опишем- важные для нас конкретные преобразования полунепре­рывных марковских цепей, которыми часто будем пользоваться.
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Определение 4.1. Последовательность марковских моментов {τl, (ω)}∞=0 
назовем последовательностью I типа, если

τ*+ι(ω) = inf {m :m> τt, x^e{(a', js+l}:a, ∈ A} ∪ ,

U {(о',Л-1):а'еЛ}1,

где

τ0(ω) = inf {m .m≥0, xffleE1 } (4 1)
и

*tξ>=(*'. Л) 

при

⅛ = U (a × {Л }) и (α'. л) ε 
s=0

Определение 4.2. Последовательность марковских моментов {τll (ω)}"=0 
назовем последовательностью II типа, если имеет место (4.1) и 

τk(ω) = inf{>M r>H>τfc-1(ω), xffleEl} (£=1,2,3, ...).

Образуем случайные функции I (II) типа

№ (ω) = x⅛ (ω),

где {τπ (ω)}J0=o — последовательность марковских моментов I (II) типа.
Изложим некоторые свойства случайных функций (yn, w≥0) и последо­

вательностей марковских моментов {τn (ω)}^=0∙ До конца этой работы будем 
предполагать выполнение следующих неравенств:

∑ Po<b∙.y-∣) ><⅛>θ. ∑M.M) ½c1>0(aeE, j>0). (4.2)
Ь’ еА Ь’еА

1. Случайная функция I (II) типа является однородной марковской 
цепью (у&\ n≥0) с описанными в лемме 2.2 свойствами.

2. Последовательность марковских моментов I (II) типа удовлетво­
ряет условиям (2.12) и (2.13).

Доказательство очевидно.
Определение 4.3. Случайную функцию (yffl, n≥0) I (II) типа назовем 

(следуя Кендалу, см. [3]) вложенной марковской цепью I (II) типа цепи 
(x⅛∖ л ≥0) в фазовом пространстве E1, а сам процесс вычисления параметров 
случайной функции (yffi, n≥0) I (II) типа — вложением.

3. Марковская цепь (х$\ л>0) и соответствующие ей вложенные 
марковские цепи I и II типов эквивалентны.

Доказательство получаем, применив лемму 2.2.
4. В случае, когда (x⅛e∖ л>0) возвратно, то

иа _ Ūg 
ub ~ йь ' 

где а, beE1 и {ua : ua>0, aeE}, {ua : wfl>0, fl∈⅛}, соответственно решения 
стохастически хсистем уравнений марковской цепи (x^∖ λ≥0) и вложенной 
марковской цепи II типа (y∕*∖ л>0).
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Доказательство. Марковская цепь (x<*), λ≥0) в силу ее возвратности и 
(jjtö), л>0) (II типа) эргодичны. Тогда имеем (см. [1], теор. 15.1, стр. 134>

Р

Р

где

lim
N→∞

lim
N→∞

£ M√ζ>>
л= 1

f ⅞(Λζ>)
л = 1

2 χ-<∕∕j)
л= 1

2 ¾0⅛y)
л= 1

!1, если
0. если

a=b 
a≠b

«а
«6

Ūg 
йь

и a, beE1,

Но, с другой стороны, по определению λ≥0) имеет место

Р

так как

lim
N→∞

= lim
N→∞

2 ∑ ‰<4ξh
÷r----------- "m -------~~
∑ мАЧ ∑ ⅛(√4>)
л=1 л=1

∑
= lim

M→∞

м
∑
л= 1
М

∑ м4й)
л= I

P{ωix^≠α, Ь\ а, ЬеЁ для всех fc>0 fc≠τn(ω)}= 1

Р { lim τfi = + ∞ } = 1.
N→∞

Свойство доказано.
Вычислим условные переходные вероятности через один шаг вложен­

ной марковской цепи I типа.
Если построить кусок I типа на U^+1+1 и вычислить базовые гармони­

ческие функции I fu (b) : at beVLjf+1+11, тогда в силу вероятностных свойств 

базовых гармонических функций имеет место

P{y,A∖=a∖^ = b}≈Pl,a=fΛb),



128 3. Навицкас

где
а, beUi.s+1+̂'t. Js≡I, *=θ, 1,2, ... .

js-l

Для вычисления условных вероятностей перехода через один шаг вло­женной цепи И типа определим кусок марковской цепи п ≥ 0) следу­ющим образом:а) фазовое пространство имеет вид:
⅛iiss↑∖ = ljiQ г*u {(0’ c'∙Л): а'Е a } u u⅛1^1

(здесь ц;*= 0, если λ1>h2) с границамиΓ∕ζ~1+ι. Гу, = {(fl'> Л) -o'eA}, Γyj+ι-ι∙,б) марковская цепь(z,, n>o> в ^i+i=d',÷iuγ,' +1∪γ, иг; -i
-S-1 's-1 j~1 js s + 1имеет условные вероятности через один шаг:

' pah, если α∈u'5^1+1 U⅛+1^1, i∈⅛÷1ι,
's-ι s + l s~1

p-ab, если α = (0, a,,js), ci,eA, a = (a',js), bεUjs+1,S-11, если a=b, Ье Гу' +ι и Γ√ -i и Г,- ,’ s — l jS + 1 's0 в остальных случаях.Для (zn, w≥0) bT)7∕+1 существует система базовых функций 
's-l{λ (⅛): ь ∈ ⅛J, а е Γλ',i+. и Γ,ζ+ι-. и ¾ Į ,

которые можно вычислить обычным путем. Если обозначить условные веро­ятности через один шаг вложенной марковской цепи II типа 
тогда, как и в предыдущем случае, получим

Pab=fb{a∖ где α=(α,, ys); Z>∈Γ^ ι+ι и Γy∙i ∪ Γyζ+ι-ιj √i∈Z, 5=0, 1,2, ... и α = (0, a,J^.Замечание 4.1. Если во вложенную bJE1 марковскую цепь II типа мар­ковской цепи n≥0) вложить марковскую цепь I типа в E1, по­лучим вложенную в E1 марковскую цепь I типа марковской цепи и>0).Замечание 4.2. Вложить марковскую цепь I (II) типа, очевидно, можно и в кусок I (II) типа марковской цепи (х$\ π≥0), предварительно на д-
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лежащим способом выбрав фазовое пространство для вложенных марковских 
цепей.

В заключение выражаю глубокую благодарность научному руководи­
телю проф. Б. И. Григелионису за постоянное внимание к работе.
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HOMOGENINIŲ MARKOVO GRANDINIŲ, DEFINUOTŲ SPECIALIOJE FAZINĖJE 
ERDVĖJE, ERGODIŠKUMO KRITERIJAI. I

Z. Navickas

(Reziume)

Darbe siūlomi nauji homogeninių Markovo grandinių, definuotų specialioje fazinėje erd­
vėje, būsenų teigiamumo kriterijai, išreikšti sąlyginių perėjimo per vieną žingsni tikimybių termi­
nais, t. y. (1.18) eilute.

Šioje darbo dalyje aprašomos invariantinės ergodiškumo atžvilgiu grandinių transformaci­
jos, jvedami nauji pagalbiniai parametrai ir išnagrinėjamos jų savybės.

THE CRITERIA FOR THE ERGODICITY OF THE HOMOGENEOUS MARKOV CHAINS 
WITH SPECIAL PHASE SPACE. I

Z. Navickas

(Summary)

The paper presents some new criteria in terms of one-step transition probabilities (see (1.18) 
for the ergodicity of homogeneous Markov chains with the special phase space.

The first part of the paper deals with transformations of the Markov chains invariant in 
respect to ergodicity. The new auxiliary parameters are introduced and their properties investi­
gated.

9. Lietuvos matematikos rinkinys, XII (3)




