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§ 1. Постановка задачи и результаты

Пусть ξz,y=l,2, независимые случайные величины. При этом
Λfξj = O, Z>ξ7 = σJ, Р {ζj<x} = Fj(x). (1)

Образуем суммы
ς=ξι+⅛+■••+?»

и пусть
P.(x)=P{ζ,>x}. (2)

Положим далее

*i=∑≡7∙ (3)
;=i

Если выполнено условие Линдеберга: для любого ε>0 при n→∞

⅛∑ f иг dFj(u)=o(l), (Z)
n j=l ∣u∖^εBn

то при x≈Bn

Λ(x)=(1-φ(⅛))(l+0(D)∙

Рассмотрим поведение вероятности (2) в том случае, когда ½ →∞, иными 
Вп

словами, нас интересует проблема больших уклонений. |При этом [Приходится 
накладывать довольно жесткие ограничения на последовательность распре­
делений (1). В предлагаемой работе считается выполненным следующее усло­
вие: при x→∞

P{>>(x)=P {ξj.>x} = χ-α>(l+ε√x)), <¾>2, (4)

где равномерно по j∣ε>(x)l≤⅞W,
причем ε0 (x)→0, когда x→oo.

Верны следующие две теоремы.
Теорема 1. Пусть выполнены условия (L) и (4). Тогдаp.(χ)=∑ ∕ψ>(χ) (1+0(1))

у=1

10φ
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для значений xt удовлетворяющих неравенству

x≥max(πδ, l¾+δ,),

где δ, δ1 — произвольно малые положительные постоянные.
Теорема 2. Если выполнены условия (£) и (4), причем в условии (4) 

αy>α0>2, то

лм= ∑ py>ω(ι+o(i))
;=1

для значений х, удовлетворяющих неравенству

x≥max(nδ, BnlnBπ),

где δ имеет тот же смысл, что и в теореме 1.
Нелишне сразу же заметить, что в силу условий (L) и (4)

⅛^ Σ f ^dFj(u)>~ ∑ f u2dFj(u)≥
П j=∖ ∖u↑½εBn П √=1 u>εBn

>≡2 ∑ P5>>(ε¾>ε≈ ∑ Jψ>(x).
;=1 ;=1

Следовательно, при x≥Bn

∑ Pp(x)≈o(l). (5)
у=1

Перейдем к доказательству теорем 1 и 2. Обе сформулированные теоремы 
доказываются при помощи прямых вероятностных рассуждений. Следует 
также отметить, что приведенные результаты являются частичным перене­
сением на случай неодинаково распределенных слагаемых результатов ра­
боты [1] (см. также работы [2] и [3]).

§ 2. Некоторые вспомогательные утверждения

Легко видеть, что

Р {⅛>x}=P ξi<i⅛, iel.} +

+Р {ζn>-i и ≡}}∙ <6>

1 «*'л
где Iπ={i : αi>α1+C}.

Используя условие (4), для всех достаточно больших значений х 

у {⅛>-∏⅛}}«∑ ,,b≈∙s⅛b

«2 ∑(l⅛≤2" (¥)"•'■

, t ,n

имеем
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Выберем С настолько большим, чтобы 2. į <^- Тогда при x≥nδ получим 
p∖^×-. и U≥bM}=o<x^',)∙

Вместо представления (6) теперь можно написать следующее:
Р {ζ1>*}=-p{ζ,>*ι ξi< s⅛-. ,e4∣+°(χ^α,)∙ (8)Запишем тождествоp{^x'' i⅛∙'≡'.}=
=P ξi< ieln∙, ξi<γx, ι⅛∕11∣ +
+ ∑ p ⅞<i⅛∙ 'e4∙ ξ<<τ*∙ itin∙ i≠j-, ¾>γ*}+

J*'n
+Р ∣ζn>ΛΓi ξi<-j^. i<≡ln-, U {ξ∣>γ*ι ξj>γ*}} =

',∕≠7"=Λβω+∑ ⅛∣,ω+p..εω. w
J*'nСмысл принятых обозначений очевиден.Будем последовательно оценивать вероятности Р<{> (х), Рл0 (х) и Р„г (х). Оценка последней вероятности очень проста:-pnsW≤ ∑ p {ξi>γ*ι ξ,∙>γ*}≤(∑ ∙P'0(γ^))8≤

‘■j*'n '«'n
i≠J≤4γ-2(α1 + C) p(j)(χ^ = Q Σ Pf∣*j(x)j2^∙ (10)

Оценке Pθ1> (х) посвящена следующая лемма.
Лемма 1. В условиях теорем 1 и 2 при x≥Pπl∏Bπ справедливо следу­ющее соотношение:P^ω=PP(χ)(l+sy>(x)),где ∣δ^(x)∣≤δn = 0(l), jφln. ;Доказательство. Пусть независимые в совокупности случайные ве­личины ξi, ieln, ξiE In имеют следующие законы распределения:P{ξj<u}=p{ξi<κ∕ξj<-^-j,

Р {ξi<≈O = P{⅛<u∕ξ,<γx}.Поскольку при x>Pnl∏ Вп и всех достаточно больших значениях п 
f dFi(u)≤ ^ f u*<∕P((m)≤⅛- . ∫ utdFi(u),

y× ух n ,^∣ и 1>еВя
(12)



J 50 А. В. Нагаев, С. С. Ходжабагянто в силу условия (L) получаем
f

γxИз неравенств (12) и (13) следует, что
-γx

∫ utdFi(u),

i и I ⅛ еВа
1

Fι (γχ)

+ ⅛r(∫ "2^<("))2≤2
γx ĮПосколькуmax а? = о (B≡),

1 ≤ i ≤ лто из неравенств (14), (15) и условия (L) следует, что∑ IM⅛∣-o(¾), 2 lσf-Dξil = o(2⅛).
Вполне аналогично устанавливаем, что2 ∣Mξ,∣=o(⅛), ∑ ∣σf-Pξi∣ = 0(B≡)∙

'e'n /е/лИз соотношений (16) и (17) получаемX ∣Mξ1∣+2 ∣Mξj∣-o(¾),'≡'1, '♦'»2 Z>ξ<+∑ Oξi=^ (l+o(l))∙i≡', '<4Еще проще устанавливаем, что ∏pb<ι⅛H+°ω. '<≡'n∏ P{ξi<γx} = l+o(l)∙
С помощью соотношений (20) находимPJ{,(*)=∏ p {⅛<τ⅛I П р {⅞<γ*}P ie'»¾>γ*∕ξ<<^ . <≡⅛ ξ∣<Yχ. <⅛4. i≠√}= =P{⅛'ll+ξ>xi ξj>γx} (1+0(1)),

(13)
(14)

(15)

(16)
(17)
(18)
(19)

(20)

(21)
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где
S'2,= £ ξi+∑ 

i≡'n
i≠J

Поскольку (см. (15))

maxPξi = o(B^),
1 ≤ i ≤ п 

то с помощью соотношений (18) и (19) устанавливаем, что

Λ∕ζ,.1=o(¾). Dζn.1=^(l+o(l))∙ (22)

Далее
р {ζ,-ι+ξj>*. ⅛½-tχ}=P {⅛>4*}P {ζ,-ι ≥(l-γ)χ} +

<l-γ)x

+ f P{^x-u}dP{ζ^l<u}. (23)
— 00

Поскольку j ф то из условия (4) имеем

Р {ξj½γx}≈P {ξ,∙>x}.
Поэтому при x≥BnlnBπ с помощью соотношений (22) получаем

Р {ξj½γx} Р {ζ<'>1>(l-γ)x} = O [p^(x) §) = о (τψ>(x))∙ (24)

Запишем следующее представление:
(l-γ) х
f P{ξj>x-u}dP{ζ<∕2l<u} =

— оо

-Pβf∣ (1-Y)x

= [ + f + f =A + 4 + 4>
— 00 i и I ≤ f>Bn f>Bn

где p→∞ произвольным образом.
Подобно оценке (24) находим

71≤P {ξ,>x} Р {⅞‰< -p¾} = o(pp(x)), 

4 ≤ Р { ξ, > IX } Р { ζ-1 ≥ ?В„ } = о (pp>(x)) •

Из условия (4) следует, что

(25)

(26)

f (l-jp<∕P{ζ<'21<1∕} (l+o(l))∙
I U I<pBn

Выберем p→oo таким образом, чтобы

p⅞ = o(x).

Поскольку jφln, то при I и ∣ < ?В„

(1-“-р= 1+0(1),
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т.е. (см. (22))∕t-Jψ>(x)i,{∣ζwι∣<pB.}(l+o(l))=Ppω(l+p(l))∙ ' (27)Представления (21), (23), (25) и оценки (24), (26), (27) приводят к утвержде­нию леммы. Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Положим*=(¾+C)

и пусть 
0<γ<⅛∑2.

В условиях теоремы 2 справедливо следующее утверждение-.

f и2 eso Λ2 (u) = о (1).
r x

In х

равномерно по j, jφln.Доказательство. Интегрируя по частям (28), находим
γx ухf u2en,<tf}(a) = f (2и+ж2)Р(Л(и)е“</и-X X

lax lnx-∕ψ>(γx)γ2x2e≈τ*+7ψ> (j^) (jΛj* ea∙+c≤
≤ f (2w+∞≈)P{Λ(k)^<∕m+P^ (^) (^)2e*-÷ς 

Ж
In xПоскольку ay≥a0>2, то в силу условия (4) получаем (⅛)(1⅛Γ≤2(^r∙

(28)

(29)
(30)Поскольку функция w1 aJ esu при нашем выборе 5 монотонно растет в про’ межутке , γx), то

ухf иРР (w) esudu ≤ 2 (γx)2^a> e''sx =lnx= 2γ2~a> xγ <a*+c>+2-a∕ ≤ 2γ2^a*-cχY (aι+C)+2-aoeАналогично получаем
yχ

s f M2P(jl(u)e,"<∕u = O(lnx∙xγ,"1+c,+2^a∙).
(31)
(32)

In jeИз оценок (29)—(32) следует утверждение леммы 2.
Лемма 3. Положим^=(a1 + C)
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и пусть 0<γ< g įc , где δa>0 произвольно малое число. В условиях meope÷ 

мы 1 справедливо следующее утверждение'.

f esu dFj(μ) = o{<tf x~2+8*)
X

In х

равномерно по j, 1 ≤y ≤ //.
Доказательство. Интегрируя по частям, находим

γx ух

f esu dFj(u) = s f esu P\J) (и) du—
X X

In x In x

-P{'>(γx)e^ + ∕ψ>(^)eli7γ (33>

Пользуясь неравенством Чебышева, устанавливаем,’что

s J* esuP[r> (u)du≤σj s f esudu = O(<s2j esγ*)∙
X X

In x In x

В силу выбора s и γ имеем

(У =θnx)sxγta'*c,~* = o<x~t+8,)∙

Таким образом, получаем
γx

s ∫ esuP[fi(u)du = o(rf x~2+8*),
х

In х

равномерно по j.
Далее

Pp> (γx) e~<x = O(<sfχi <*+c>→) = о (σj χ-2+δ∙)

Ш e^ = 0 (σA (¾ζ)s)=°(°^^s+s∙)

равномерно по j.
Утверждение леммы немедленно следует из соотношений (33)—(35). Лемма 
доказана.

Лемма 4. В условиях теоремы 2 при x'≥Bn∖nBπ

Pπ0(x) = O(x~iaι+ci).

Доказательство. Прежде всего заметим, что для любой случайной 
величины η, для которой при некотором $>0

Mes7t < оо,

выполняется неравенство чебышевского типа

Р {η≥x}≤∕Cy)e-wc.

(34)

(35)
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Пользуясь этим неравенством и определением, вероятности Рл0 (х) см. пред-■ставление (9)), находим
где

⅛M≤e-"∏ΛW ∏/,.(»).
ieln i*1n

X

fll(s)= f e-dFt(u),fi.^)= J emdFt(u).

Положим, = (α1 + C)*^.
€ помощью оценок
и

f

X 
In х

j = 0, 1,
_ £ ∣u∣∙,e5"<∕Fl(u)≤<⅛ss^A j = 0, 1.

находим
fl (s) = 1 + Θi а? s2,где I Θ ∣≤Θ0 равномерно по z, 1 ≤z*≤zz.Далее, используя лемму 2, получаем

[ f ič esudFt(u) = o(ss,)

X X
lnx lnxравномерно по z, iφlκ.Поскольку при iφ 1„и достаточно большом X (см. (4) j
<⅛ > f ua dFi (и) > Xa P{o (X) > (1 _ sup ε (x)};

то из соотношений (37)—(39) следует, что ' ∕,(j)=l+2Θ,<⅛Λ

(36)
(37)

(38)
(39)

(40)где I Θi I ≤ Θo равномерно по z, z $ In.Возвращаясь к неравенству (36), из представлений (33) и (40) получаем ΛoW≤exp {-s* + 2Θ0P~1sa}. (41)Если x≥Pπl∏Pπ, то в силу выбора s из последнего неравенства получаем утверждение леммы 4.Лемма 5. В условиях теоремы 1 при x≥2¾+διPn0(x)=O(x→*+c>).
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Доказательство. Пусть величины 5, fil (s), fit (s) имеют тот же смысл, что и при доказательстве леммы 4. Оценки (36) и (38) по-прежнему сохраняют силу. Вместо оценки (40), благодаря лемме 3, получаем∕∙. (1y)= 1+Θi σfx~2+δ*, ∣Θi∣≤Θ0, l≤z≤w. (42)Тогда вместо неравенства (41) имеем
Pm (х) ≤ exp { - sx + Θo В; χ-2+δ∙}.

2В силу выбора s при x>Bn2^δ, из последнего неравенства получаем Р„0(х) = О(х-'»-+с>).
2Полагая 1+81=h—z7, приходим к утверждению леммы 5.

2 —∂2

§ 3. Доказательство теорем 1 и 2Чтобы доказать теорему 1, необходимо собрать воедино представления (8) и (9), оценки (5) и (10), а также утверждения лемм 1 и 5.Для доказательства теоремы 2 следует сослаться на представления (8) и (9), оценки (5) и (10) и утверждения лемм 1 и 4.
Институт математики им. В. И. Романовского Поступило в редакцию
Академии наук Узбекской ССР 2.IV. 1970
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PORA RIBINIŲ TEOREMŲ NEVIENODAI PASISKIRSČIUSIŲ DYDŽIŲ SUMOMS

А. V. Nagajevas, S. S. Chodžabagianas

{Reziumė)

Straipsnyje įrodytos dvi ribinės teoremos nepriklausomų atsitiktinių dydžių sumoms, kai 
dėmenys ξy∙ tenkina Lindebergo sąlygą ir P {ξy∙≥x} gęsta kaip laipsninės funkcijos su rodikliais, 
didesniais už 2.

TWO LIMIT THEOREMS FOR NON-IDENTICALLY DISTRIBUTED SUMMANDS

A. V. Nagayev, S. S. Hodjabagian

{Summary)

Let ξj, j= 1, 2... be independent random variables with zero mean variance σj and P {ξy∙< 
<x} = Fj{x). Let Pn (x)=P{ζn>x}, whereл n
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Let the Lindeberg's condition (L) and the condition

P∖J∖x)=P {ξ,>x)=χ-∙ ty (1 + ε, (x)), α,>2, (I)

where ∣ εj(x) ∣≤ε0(x) and εo(x)→0 if x→∞, be satisfied.
Then the following two theorems hold.
Theorem 1. If (L), (1), then

Λ,(∙r) = ∑ P<Λ(X) (l+o(l))

j-1
for x≥ max (∕ιδ, where δ>0 and δ1>0 arbitrary small constants.

Theorem 2. If (L) ,(1) with αz≥α0>2, then

p∏ω=∑ /уч*) (ι+"(θ)

J≈ι
for x> max (πδ, Bn In Bn) where δ > 0 arbitrary small constants.


