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1. Пусть дана какая-нибудь последовательность независимых случайных 
величин (н.с.в.)

ξι, ξ2.........  (1)
Предположим, что мы можем найти такие числа Bn>Q и Л„, что будет сущест­
вовать предел в смысле слабой сходимости

<?„(*) => G(x), (2)
n→∞

где G (х) является функцией распределений (ф.р.), аσ∙ω='{ ⅛ Σ ^<*}-
J-l ,

Если при этом существуют такие числа anj (/=1, 2,..., л; л = 1, 2, ...), 
что при любом ε>0

supp ∣∣⅛--¾√∣>≡l →
1≤√≤∏ I I "n i ) n→∞

то говорят, что последовательность н.с.в. (1) удовлетворяет условию предель­
ной пренебрегаемости слагаемых. В этом случае стоящие в пределе (2) ф.р. 
G (х) образуют известный класс распределений L.

Следуя Μ. Лоэву [1], мы будем говорить, что ф.р. G(x)eLc (0<c<l), 
если можно найти такую ф.р. F(x), что будет выполнено равенство

G(x) = F(x) *G(±-). (3)

В [1] доказано следующее утверждение.
Теорема А. Ф. p. G (x)≡Lc (0<c< 1) тогда и только тогда, когда можно 

найти такую последовательность н.с.в. (1) и такие константы Bπ>0 и Ап, 
что в пределе (2) будет стоять именно ф.р. G (х) и при этом будет выпол­
няться соотношение

lim⅛ι=c.
n→∞ °п

Μ. Лоэв также показал, что условие предельной пренебрегаемости сла­
гаемых эквивалентно условиям

lim Bn=∞
π→co
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и
lim ⅛i = l.
n→∞ ”п

Поэтому класс распределений L в [1 ] обозначается также ⅛. В состав клас­
са ⅛ включены все распределения. Сказанное показывает, что класс распре­
делений Lc (0≤c≤ 1) мы можем ввести при помощи следующего определения.

Определение 1. Будем говорить, что ф.р. G (x)≡Lc (0≤c≤l), если можно 
найти такие константы Bn>Q и Ля, что в пределе (2) будет стоять именно ф.р. 
G (х) и при этом будут выполнены условия

1) lim Bn=∞,
n→∞

2) lim⅛J-=c.
n→αo 2f"

Условие 1) необходимо лишь в случае с=1. В остальных случаях 
оно является следствием условия 2). Действительно, если было бы lim В„ < оо, 

n→αo 
то необходимо

lim ⅛1=1.
Λ→∞ "n

Нам осталось показать, что оба определения класса Lc эквивалентны и в 
случае с=0.

Теорема 1. Классу распределений £{0}, введенному при помощи опреде­
ления 1, принадлежат все распределения.

Доказательство, ∏ycτbg (/) - произвольная характеристическая функ­
ция (х.ф.). Рассмотрим последовательность н.с.в.

Š1, ξ2, ...» ξn, ...
с х.ф. 

g(tBt), g(tBt), .... g(tB,), ...
соответственно, где константы B.>0 удовлетворяют условиям:

2) 1-2п

Понятно, что такую последовательность констант {Bπ} всегда можно найти. 
В качестве нормирующих констант возьмем ту же последовательность {Bb}. 
Обозначим

c-w=p{⅛ ∑ ξ*<x}∙
' ⅛=1 ,

Тогда
n— 1

∫ e'w<∕Gi(x)=g(t)[ ∏ s(^⅛,)]nXg^'



О некоторых классах предельных распределений 135

Поскольку
lira ⅞zi = 0,

то распределение G (х) с х.ф. g (t) принадлежит классу L{a}-
Теорема доказана.
В дальнейшем условия 1) и 2), сформулированные в определении 1, бу­

дем называть условием с-пренебрегаемое™ (0≤c≤l). Обозначим

Тогда будет выполнено равенство

G.(χ)=FΛ×) ∙ (4)
Условие с-пренебрегаемое™ означает, что если пренебречь „последним чле­
ном"

ζ∏ АдВп Ап—1 Вп—1
вп вп

нормированной и центрированной л-й частной суммы, то

(в случае с=0 условимся считать G^j = E(x), где

О, если x≤0,
1, если х>0).

2. В следующих двух теоремах условие с-пренебрегаемое™ не исполь­
зуется.

Теорема 2. Если в пределе (2) стоит собственная ф.р. G (х), то сущест­
вует конечный или бесконечный предел HmBn.

n→co
Доказательство. Допустим, что предел limBn не существует. Тогда 

n→∞

найдутся две подпоследовательности {nl} и ⅛} такие, что при k→∞ B∏k→B 
и Bn>k→B,, τjιε B≠B'. Можно считать n,k<nk<n,k+1. Обозначим

'-nfc+1
и

‰w≈p{bj- ς ¾——t -<*l *+ι j=nk+l n*+ι

Тогда

¾w<ω∙<¼(⅜*)
и

(5)
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Пусть В, B'<∞. В силу теоремы о слабой компактности ([2], стр. 192) най­дется подпоследовательность {k (/)} такая, что Fn , (х) => F(x), где F (х) 
k (О ∕→ooф.р. ПосколькуG.ωχ G(X) и g^x^zg(-Bx),то получаем, что должно выполняться равенствоG(x)≈F(x)* θ(Jrx). (6)Аналогично получаем, что для некоторой подпоследовательности {k (Z)} 

¾m(*) s* где F'(χ) Ф- р- и
*(') ∕→oo

G(x)=F'(x)* g(^x). (7)В равенстве (7), заменяя х на Bx∣B,, получаем
σ(4 x)=H⅜x) * σ<χ)∙Теперь из (6) следует, чтоG(x) = F(x) * F'(jp- х) * G(x),откуда получаем ([3], стр. 62), что должно быть
F(x).F'(4-x) = F(x),Полученное противоречие показывает, что B=B'.Пусть теперь B=∞. В равенстве (5), всюду заменяя х на Bnkx∣Bntlc+l получаем

Найдется подпоследовательность {k (/)} такая, что 
Впк (I) 

∙β"*(∕)+ι
x∖ => F(x),
/ l→∞где F(x) ф.р. Если допустить, что B'<∞, то получим

E(x) = F(x) * G(x), что невозможно, поскольку G (х) собственная ф.р.Теорема доказана.
Теорема 3. Если в пределе (2) стоит собственная ф.р. G (х), то всег­

да lim ⅛1≤1.
∏→co -önДоказательство. Пусть утверждение нашей теоремы неверно. Тогда найдется подпоследовательность {nk} такая, что будет существовать пределlim⅛± = c>l,
k→∞ j,ak
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и по теореме о слабой компактности найдется подпоследовательность {k (/)} такая, что Fn (х) => F(x), где F(x) ф.р. Переходя в равенстве
It (∕) ∕→00

G. (x) = F. (x) * G. .1(^lx∖
"A(∕)v 7 "jt(∕)v 7 "⅛(∕) ∖Bn ∕к пределу при l→∞, получаем соотношение

G(x) = F(x) » GПусть х.ф. g (t) и f (t) соответствует ф.р. G (х) и F(x). Тогда
g{t)=f(t)g (et),откуда для каждого √≥1

j-ιg(0-[ ∏∕(c⅛)]κ(c'0∙ (8)
i=0Поскольку I g (t) ∣≠1, то найдется точка t0, где ∣ g (t0) ∣=α< 1. Берем последо­вательность tj=tfic-j. Используя равенство (8), в каждой точке tj получаем 
j—i*⅛)=[ ∏∕(c'^'⅛)]g(⅛).
ι=0откуда следует, что для √=1, 2, ...∣g⅛) ∣≤fl∙Поскольку t j → 0, то оказывается, что g (t) не может быть х.ф.

j→∞Теорема доказана.Пусть при константах Bn>0 и Ап в пределе (2) стоит собственная ф.р. 
G(x), а при константах Bπ>0 и Aπ

пp{≠ 2 ξi-Λn<xl => G(x),
где G (х) — ф.р. Известна следующая теорема.

Теорема Б ([2], стр. 46). Если предельные ф.р. G (х) и G (х), полученные 
для последовательности н.е.в. (1), собственные, то найдутся константы 
а, Q<a<∞, и b, -∞<b<∞, такие, что G (x) = G (ax+b) и

Ё"----- >а.
Bn n→∞Используя теорему 2 и теорему Б, легко установить следующее утвер­ждение.

Теорема 4. Все последовательности н.е.в. распадаются на три непере- 
секающиеся группы.

1-я группа. Последовательность н.е.в. этой группы ни при каких 
константах Bn>Q и А„ не может дать в пределе (2) собственную φ.p.∖
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2- я группа. Для каждой последовательности н.с.в. этой группы най­
дутся константы Bn>0 и Ап такие, что в пределе (2) будет стоять соб­
ственная ф.р., a lim Bπ<∞'t

n→∞
3- я группа. Для каждой последовательности н.с.в. этой группы най­

дутся константы В„>0 и А„ такие, что в пределе будет стоять собствен­
ная ф.р. G(x), a lim Bn=∞.

n→∞
Ясно, что если в пределе (2) стоит собственная ф.р. G (х), то последо­

вательность {Bn} не может слишком быстро возрастать. Получить же в 
пределе (2) несобственную ф.р. мы можем для каждой последовательности 
н.с.в. (1), заставив последовательность {Bn} возрастать достаточно быстро.

В дальнейшем мы будем исследовать только последовательности н.с.в. 
из 3-й группы.

3. Пусть в пределе (2) для некоторых констант Ап и Вп >0 стоит собствен­
ная ф.р. G(x). Если при этом выполняется условие с-пренебрегаемости 
(0≤c≤l), то (см. пункт 1) существует предел

lim ⅛i=c.
n→∞ ∙°n

В общем случае предел lim Bn~-JBn может не существовать. Но мы всегда 
n→oo

можем выделить подпоследовательность {nk} такую, что будет существовать 
предел

Um a"*--1=c,
fc→∞ Bnk

где по теореме 3 0≤c≤l. Фиксируем последовательности Bn>Q и Ап. Обо­
значим через С множество пределов lim Bnk~1]Bnk, которые |можем получить 

k→∞
при разных подпоследовательностях {nfc}. Если возьмем другие константы 
⅛>0 и Ап, для которых в пределе (2) также стоит собственная ф.р. G (х), то, 
используя теорему Б, получим, что множество всевозможных пределов 
lim В JB , которые мы можем получить при разных подпоследователь- 
k→∞ k k
ностях {wfc}, тоже является С. Поэтому можно сформулировать следующее 

Определение 2. Будем говорить, что последовательность н.с.в. (1) 
удовлетворяет условию С-пренебрегаемое™, если можно найти такие конс­
танты Bπ>Q и Ап, что в пределе (2) будет стоять собственная ф.р. G (х), а 
множество пределов lim Bnk--JBnk, которые мы можем получить при разных 

k→<x>
подпоследовательностях {и*}, будет С.

Если множество С состоит из одного элемента с, то иногда мы будем 
употреблять термин {c}-пренебрегаемое™, а иногда просто с-пренебрегае­
мое™. Требование lim Bn=∞ в определении 2 необходимо лишь в случае 

C={l}. Действительно, пусть limBn-√Bn<l. Тогда найдется подпоследо­

вательность {wfc} такая, что lim В i∣B =c< 1. Если допустить, что lim Bn = 
k→ao k k n→∞

=B<∞, то отсюда следовало бы, что B∕B=*c<l.



О некоторых классах Лредельных распределений 139Определение Г. Будем говорить, что ф.р. G(x)∈Lc, если можно найти последовательность н.с.в. (1), удовлетворяющую условию С-пренебрегае­мое™, для которой при некоторых константах Bh>Q и Ап в пределе (2) будет стоять именно ф.р. G (х).Если множество С состоит из одного элемента с, то наряду с обозначением 
Lc мы будем использовать обозначения ⅛ или Lc, Класс распределений 
Le (0≤c≤l) был уже введен выше. Понятно, что если ф.р. G≈(x)∈Lc, то и 
G (ax+b)eLe (α>0).Пусть имеется последовательность н.с.в. (1), которая удовлетворяет условию С-пренебрегаемое™. Пусть Bn>0 и Ап константы, при которых в пределе (2) получаем некоторую собственную ф.р. G (х). Пусть сеС. Тогда найдется подпоследовательность ⅛} такая, что будет выполняться соотно­шение lim ⅜^ = c∙ (9)
При помощи равенства (4) получаем

. G,lc.1 xy (10)
Из теоремы о слабой компактности следует, что найдется подпоследователь­ность {k (Z)} такая, что Fnjt(/)(x) => F(x), где F(x) ф.р. и

G(x)=F(x) * G(⅞) 
(в случае c=0 G^j=F(x)j. Значит, выполняется равенство (3) и, по определению Μ. Лоэва, ф.р. G(x)eLc. Поскольку для каждого с, 0≤c≤l, справедливы включения ⅛⊂Lc⊂⅛ [1], то мы можем сформулировать следующее утверждение.Теорема 5. Если C≠{l} и C≠{0}, то

Lc=C∖ Lc.

сеС 
c≠0,∖Как было показано, если в пределе (2) стоит ф.р. G (х) и если для некоторой подпоследовательности {и*} выполняется соотношение (9), то можно найти подпоследовательность {fc(Z)} такую, что FBjt(/ (х) => F(x), где F(x) ф.р., 

', ι→∞удовлетворяющая равенству (3).Пусть теперь в пределе (2) стоит собственная ф.р. G (х), и пусть для некоторой подпоследовательности {πfc} F„k (х) => F(x), где ф.р. F(x) 
k→∞при некотором ct 0<c<l, удовлетворяет равенству (3). Покажем, что в этом -случае выполняется соотношение (9). Допустим, что это не так. Тогда сущест­вует подпоследовательность {k (/)} такая, что

∕->00 ¾(∕)
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где c,≠c. Поскольку

тото
G(x)=F(x) . σ(y).

Сравнивая с (3), получаем, что должно быть c, = c. Таким образом доказана 
следующая теорема.

Теорема 6. Пусть в пределе (2) стоит собственная ф.р. G (х). Тогда 
для того, чтобы нашлась какая-нибудь последовательность {nk}, для ко­
торой Fn(x) => F(x), где ф.р. F(x) при некотором c1 0<c<l, удовле-* 
творяет равенству (3), необходимо и достаточно, чтобы нашлась после­
довательность ⅛}, для которой

Если ф.р. G(x)≡Le (0<c<l), то какую подпоследовательность {wk} ни 
взять, слабым пределом для последовательности ф.р. {f,njk (х)} может быть 
только ф.р. F(x), удовлетворяющая равенству (3).

Перепишем равенства (3) и (4) в терминах х.ф.:

?(0=/(0?(с0 (П)
И

(12)

Легко убедиться, что если Gn (х) => G (х) и для некоторой подпоследова­

тельности {πk}

то f„ (Λ → f (t) во всех точках t, где g (ct)≠Q. Пусть теперь в пределе (2) 
' ,fc→co

стоит собственная ф.р. G (х) и пусть для некоторой подпоследовательности 
{nk}fπ (0 → /W во всех точках t, rpie g (ct)≠O и х.р. g (t) nf(t) удовле- 

k k→∞
творяют равенству [(11). Покажем, что тогда lim В„ -1∣Bn=с. Предполо- 

k→∞ k k
жим, что это не так. Тогда найдется подпоследовательность {k (Z)} такая, 
что

где c,≠c. Но тогда получаем, что должно выполняться равенство 

g{t)=f(t) g(c,t),
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а это возможно только в случае с'=с. Таким образом, нами доказана следую­щая теорема.
Теорема 7. Пусть в пределе (2) стоит собственная ф.р. G (х) с х. ф. 

g (t). Тогда для того, чтобы для некоторой подпоследовательности {⅝}∕λλ, W → f (t) во всех точках t, где g(ct)≠Q, и х.ф. g (t) и f (t) удов- 
k→∞

летворяют равенству (11), необходимо и достаточно, чтобы

βnk-ιlιm -£— = с.⅛→00 2½Заметим, что ф.р. G (х) и F (х) при некотором с, 0<c<l, удовлетворяю­щие равенству (3), обе вместе являются или не являются собственными.
4. В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение.
Теорема 8. Для того чтобы ф.р. G(x)≡L, необходимо и достаточно, 

чтобы для каждого β∈{fc0∕ (fc0+l), (fc0+l)∕ (fc0+2), ...; k0 произвольное 
натуральное число} G (х) была композицией g(j) и некоторой другой 
ф.р. Fβ (х).Доказательство этой теоремы с небольшими изменениями повторяет рас­суждения, использованные при доказательстве аналогичной теоремы ([3], стр. 156); там используется условие β∈(0, 1). Непосредственно получаем следующее следствие.

Следствие 1. Для того чтобы ф.р. G (x)∈L необходимо и достаточно, 
чтобы для любого β∈(c, 1), где с, 0<c<l, фиксировано, G (х) была компо­
зицией G^jj и некоторой другой ф.р. Fβ (х).Теорему 8 мы можем усилить в следующем.

Теорема 8'. Для того чтобы ф.р. G(x)eL, необходимо и достаточно 
чтобы для любого β из некоторой последовательности {βn}, где 0<βn<l, ∞∏ βn=0 и βf, → 1, G (х) была композицией G(-f) и некоторой другой л—1 n→∞ ' Р /
ф.р. Fs (х).До казательство. Необходимость очевидна. Как и при доказательстве вышеупомянутой теоремы, убеждаемся, что х.ф. g (t), удовлетворяющая условиям теоремы 8', нигде не обращается в нуль. Х.ф. g (t) при каждом л=1, 2, ... удовлетворяет равенству

g(t)=fck(t)g(elct).

Поэтому мы можем сконструировать последовательность н.с.в.
ζl, ζ≡, ..., ζn, ...

с х.ф.
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соответственно. X. ф. суммы (fb)∑⅛
/=1 Л=1равна

л л

ι=l i=k

Так как функция g (t) непрерывна и нигде не обращается в нуль, то ясно, что равномерно по к (∖≤k≤n)

f,,(∙ ιi ■,)

∣=Λ+1Этим доказано, что х.ф. g(r)∈L.Теорема доказана.Используя теорему 5, можно сформулировать следующее следствие.Следствие 2. Для того чтобы Lc=L, достаточно любое из трех 
условий-.а) если {k0∣ (fc0 +1), (k0 +1 )∕ (к0+2), ..., где к0 натуральное чис­
ло} ⊂ С;б) если (с, 1) ⊂ С, где 0 < с < 1; 00в) если ∣c1, c2, ∙∙∙> где 0<q<l, ]~I ci = 0, cn → 1J⊂C.
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Поскольку, как уже отметили, имеют место включения L{0} ⊃ Lc∏ ⊃ Lc ⊃ Lc _1_ о £{i),
k

vjip nt k=l, 2, 0<c<l, то мы можем доказать следующее утверждение.Теорема 9. Если {c1, с2, ..., где 0<ci<l, с„ → 1}⊂C, tno Lc=L.
n→αo 

00Доказательство. Если J-I ci=0, то утверждение доказано в след- ∣∙=ι
аоствии 2. Пусть Į”Į q>0.∣=ι 2Берем последовательность чисел {c1,}. Данную последовательность {cf} заменяем другой последовательностью следующим образом:2

{
c1∙, если ci≤ci tĮc*f, если cj>c1,

I(здесь ki — минимальное число, обладающее свойством ср ≤ с/). Одно­временно исследуем и последовательность {cf}, где
ci, если c'i = ci, 
cp~1, если c- = cp, где ki > 1.

Ясно, что с" ≥cl,, а c,i ≤ с[.Берем некоторую ф.р. G (x)eLc. Ввиду условий нашей теоремы, исполь­зуя теорему 5, получаем, что G (x)eLci (ι=l, 2, ...). Поскольку для каж­дого л=1, 2, ... справедливо включение Lc∏⊃Lc, то получаем, что также
G(x)eL<λ и G(x)eLct (z=1, 2, ...).

1Поскольку c-<c,l , то
∏ c'l=0,ι=l 2и поскольку c-~≥c∖ , то с- → 1. Но, как легко видеть из определения по- i→αoследовательностей {ς'} и {c"}c"∣c'i → 1. Таким образом, и ci' → 1. При по- i→oo t→∞мощи следствия 2 получаем, что G (х) ∈L.Теорема доказана.Теперь мы в состоянии усилить теорему 8' следующим образом.Теорема 8". Для того чтобы ф.р. G(x)eL, необходимо и достаточно, 

чтобы для каждого β из некоторой последовательности {βπ}, где O<βn<l 
и βn → 1, G(x) была композицией G (j) и некоторой другой ф.р. Fβ(x).
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5. Пусть ф.р. G (х) и F (х) при некотором с, Q<c< 1, связаны равенством (3), эквивалентным равенству
соG(x) = IΓ∣ f(¾). (13)

Видим, что если F(x)eL, то и G (x)eL. Из результатов Μ. Лоэва [1] сле­дует, что классу распределений Lc (0<c<l) принадлежат также безгранич­но делимые ф.р. не из класса L. В дальнейшем нам понадобится следующий пример такой безгранично делимой ф.р.В терминах х.ф. равенство (13) запишется так:g(0=∏∕(ci0∖ (14)
/=0где g (г) и/(t) х.ф., соответствующие ф.р. G (х) и F (х). Возьмем

∕(r) = e(e'7-i).Покажем, что функцияg(0=∏
7=0полученная при помощи формулы (14), будет х.ф. Логарифмируем:log^ω=∑ (e,c"-l)=

7=0

оо

= iγt+ [ (eitu-l-
öгде функция N (и) изменяется только в точках cj и только на величину 1 иО, если u∈[l, оо),— (7+1), если w∈[c,+1<√).Пусть ε>l. Тогда

ε оо

∫ tMN(u)=∑ ew=ι⅛∙
О j=0Таким образом, действительно g (t) будет х.ф. безгранично делимого закона. Поскольку функция N (и) разрывна, то g(t)sL. Используя теорему 9 и тот факт, что существуют ф.р. из класса Le (O<c<l), которые не принадлежат классу L, получаем следующее следствие.

Следствие 3. Пусть последовательность {cn} обладает свойствами'. 0<cb<1, cn → 1. Тогда среди классов распределения Lc имеется беско- 
n→∞ n

печное множество несовпадающих классов.



О некоторых классах предельных распределений 145Μ. Лоэв [1 ] доказал, что если log c∕logc' рациональное число, то существует класс распределений Lc, (0 < с" < 1), такой, что Lc ⊂ Lc* и Lc> ⊂ Lc∙ (0 < с, c, < 1). Но уже из следствия 3 получаем, что если log c/log c, (c≠c', 0<c, c'<l) рациональное число, то имеются случаи, когда Lc≠Lc>. Это замечание, а также теорема 10 показывает, что имеющееся в монографии Μ. Лоэва утвер­ждение ([2], стр. 348), что в этом случае L = Le>, является, по-видимому, ошибкой.
Теорема 10. Если log c/log cf (c≠c,, 0<c, c'<l) рациональное число, 

mo Lc≠Lc,.Доказательство. Пусть log c/log c, = m∣n и
g(0=∏ e<^'→> = g(cr)e<≡i'-l>,

y∙=0т.е. х.ф. g(t)eLc. Покажем сначала, что g (t)eL н Допустим противное. ЛТогда существует х.ф. f ↑ (t), удовлетворяющая равенству
Л2

g(t)=f ±(t)g(c2t),
с2что эквивалентно равенству2

g(t)=f LWl(c~2 t)g(ct).

Μ. Лоэв [1] доказал, что ф. p. G (х) и F (х) при помощи равенства (3) опреде­ляются взаимно однозначно. Это значит, что должно выполняться равенство2e""-,> = ∕i (0∕±(^0∙ (15)
2 2Как компонента пуассонова закона, j\ (t) должна тоже быть х.ф. пуассоно- 

с2ва закона. Но в таком случае не выполняется равенство (15). Это означает, что g(z)∈Lp
с2Аналогично доказываем, что g(∕)∈∑ι (k=2, 3, ...). Для окончания 

cτдоказательства нам понадобится следующая теорема Д. А. Райкова.
Теорема В [4]. Пусть х.ф. g (t) имеет вид

ksW = e*P∣∑ λ∕e'√-l)l,½-∣ ’
где 0<τ1< ... <τfc - набор произвольных положительных чисел, λj>0. 
Пусть A (τ1, ..., τfc) — совокупность всех чисел вида4τι + Z2τ2+ ... +Zfcτfc,
10. Lietuvos matematikos rinkinys, XII 4
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где Z1+Za+ ... +Zk>0, lj≥0 — целые числа. Числа совокупности Л (τ1, 
τfc) разложим в возрастающую последовательность (не учитывая возможных 
повторений)

Λ1 = τ1<Λa< ... <ЛИ< ....

Тогда все компоненты нашей х.ф. имеют вид

∕1(0=explιβ∕+ 2 “л„(е'л"'-1)|, 

Λn≤τ⅛

где аЛя>0, если τ1≤Λn≤2τ1, в остальном аЛя произвольные числа.
Продолжим доказательство теоремы 10. Покажем, что наша х.ф. g (t)e 

eL 2. Допустим, что, наоборот, g(t)eL 2∙ Это значит, что должна найтись 
Л Л

х.ф. f 2 W> удовлетворяющая равенствул
g(t)=f 1(t)g(c3 t),

c3
которая эквивалентна равенству

2
g(t)=f 2<t)f 2 (C3 t)f 2(C3 t)g(Λ).

3 3 3с с с

Поскольку

g(r)=e<ei'-l>e<'ω-1>g(c⅞), 

то должно выполняться равенство
2 4

e√<-ι>+<√c<-ι>=zlit)f2jc3 t)f2 (c3 t). (16)

По теореме В х.ф. f 2 (t) должна иметь вид: 
сЗ

f 2 (r)=exp
c3

тогдагде α1, aa>0, а остальные ai — произвольные числа. Получаем, что 
будет

По теореме В получаем, что должно быть 
_4

c≤cbc3 ≤ 1,

c≤c3 ≤ 1.
4
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4 4Это означает, что α=0, а также, что должно быть m>1∕c3. Поскольку 1/с3 > > 1/с, то оказывается, что сумма должна быть пустой. Это означает, что1/2 ω∣≡ι,
с3но тогда не будет выполняться равенство (16). Полученное противо­речие доказывает, что Le≠L 2. Соотношение Lc≠L m, где m∕n<∖ и m, п — 

с3 с"~натуральные числа, доказывается аналогично.
mПусть теперь m∕n>l. Обозначим cn=c'. Выше уже было доказано, что Lc.≠L m. Это означает, что Lc≠L и в этом случае.c,7 cVТеорема доказана.Частным случаем следствия 3 является следствие 4.Следствие 4. Для каждого класса Lc (0<c<l) всегда найдется беско­

нечное множество классов Le (c<c'<l) таких, что Lc≠Le и log с/log c, — 
иррациональное число.Вопрос, всегда ли Lc≠Lc,i если c≠c', остается открытым.Теорема 11. Если c'=cλ, где а>1 рациональное число, но a≠2, 3, ..., 
то включение Lcd=>Lc не имеет место.Доказательство. Если и=1, 2, ... , то, как показал Μ. Лоэв, Len∑>Le. Покажем, что включение Lc<x⊃Z,c не имеет места, если а>1 рациональное число и a≠l, 2, ... . Пустьg(f)=∏ e"lci'→>.

j=0Как мы знаем, х.ф. g(t)eLc, Допустим, что также g(t)εLm, где т не 
с nделится на л, m>n>l, и т, и-натуральные числа. Тогда должна найтись х.ф. f (t) такая, что будет справедливо равенство

с" 
т 

g(t)=frn(t)g(cτ /),

спчто эквивалентно равенству
л —1 miSW = [ ∏∕ т_ (с’ <)]g(cm0∙
i = 0 с nПоскольку также
m— 1?(«) = [ ∏ e"te''→>)] g(cmt),

7=0то должно выполняться равенство
т—1 л—1 mi∏^'-1> = ∏∕i(e"⅛ (17)
7=0 /=0 с π

10*
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Используя теорему В, получаем, что х.ф. f ™ (t) должна иметь вид:,
f. (r)=exp{iβf+ 2 αΛ∙Λ∙-∙⅛-1×

сл АЛ, ∙∙∙,ym-1>0

√ι+Λ+ ∙∙∙ ÷,∕m-1≥ι 
cm-1j1 + cm~2jt+ ... +cym-1<l

× (ei 1A+c", 2>≡+ ∙∙∙ +‰-Pz — 1) + α (eit — 1}.
Поскольку

1 t т (л— 1) m (л —1)
fm(c n ∕) = exp∣fβc n Г +

+ Σ ⅛Λ∙∙∙.⅛.1x
М* ∙∙ -⅞ι-ι≥0

√1+Λ+ ••• +?„_!> 1 
cm-lj1 + cm-2Ji+ ∙∙∙+cz.m,1<l 

т (л-1) т (л-1)
χ^eiicm 1jl + cm 2Λ+ •" +<7m.1)c П Z— l)+α(β,c n į— 1)1то по теореме В должно выполняться неравенство

—-1
cm~1j1 + cm~ij2+ ... + cjm-1≥cπ .Пусть a≠0. Поскольку в левой стороне равенства (17) члена с коэффициентом 

т (л—1)

с n в экспоненте нет, то еще хотя бы один такой член должен найтись в правой стороне. Но это означает, что должно выполняться неравенство 
т (л—I) m i

л лС ≥C ,откуда получаем, что должно быть w≤2w∕(w+1) <2. Полученное противо­речие показывает, что должно быть a=0.В левой стороне равенства (17) имеется член с коэффициентом 1 в экспо­ненте. В правой стороне член с таким коэффициентом единственный — это exp {a (eit-1)}. Значит, должно быть a=l. Получаем противоречие.Теорема доказана.Отметим, что в случае m = nk, где k=2, 3, ... , —=k (n — 1), и
m (л-1)член с коэффициентом с π в экспоненте нашелся бы и в левой стороне. В этом случае не следовало бы, что a=0, и никакого противоречия не полу­чилось.

6. Определение 3. Мы будем говорить, что ф.р. F(x)eDc (0<c<l), если найдется ф.р. G (х), удовлетворяющая равенству (3).Пусть ф.р. F(x)eDc. Тогда, как легко видеть,
л — 1[7]f(¾)∈Dc. (n=l,2, ...).
l∙ = 0
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Но мы всегда можем найти ф.р. F(x)eDc∏ (n=2t 3, ...), которая в видеF(x)=∏F(⅛),
i = 0где F (х) ф.р., не разлагается. Если такое разложение имеет место, то F (х) eDc. Пусть ф.р.

F<n>(x)eDc∏ (о<с< 1, w∈{2, 3, ...}).Тогда найдется ф.р. G(n) (х), удовлетворяющая равенству
аоG<">(x) = F<">(x) * G<"> (⅛) = [7∣ ^w,(⅛)∙

ι=0Берем следующую композицию Gω=H^(⅛)=fΓ∣HF<">(τ⅛)=j7iG<->(^).
i=0 √=0 j∙=0 7=0Это значит, что G (х) является ф.р. и G(x)∈Lc. Тем самым F(x)eDc. Мы доказали следующее утверждение.

Теорема 12. Имеют место включения

D l =>Dc≡>Dcn,
ck

где к, и=1, 2, ...; 0<c< 1.Как мы знаем, LczLc (0< с< 1); в отношении же класса Dc справедлива следующая теорема.
Теорема 13. Сущесвуют ф.р. F(x)eL, которые не принадлежат ни одному 

классу Dc (0<c<l).Доказательство. Пусть х.ф. f (t) соответствует ф.р. F (х) и пусть ее логарифм имеет вид
log∕(∕)= f {eitu- 1 — itu∣(l + u2)}dN(u),

огде для каждого ε>0
Z(ε)= [ u2dN(μ)<∞6и Z(ε) → 0. Пусть функция N (и) непрерывна, в интервале

ε→0

Г c2(fc+l)a ci(k+2)2 \
[ c2k ’ ca(fc+1) /возрастает на величину l∕k2 (fc=l, 2, ...) и ΛΓ(2)= — (16/15)2. Поскольку при k→∞ монотонно

c2(Λ + 2)a /Г ca(fc + 2)a ca(fc+l)2 ] β
^2c2(fc + l) / Į c2(⅛ + l) c2k J→υ>



150 Ф. Ф. Мишейкис

то также можно потребовать, чтобы функция uN, (w), где N, (и) означает лю­
бую из производных, левую или правую, которые в разных точках могут быть 
различными, не возрастала. Ясно, что такую, х.ф. f (t), которая удовлетворяла 
бы всем перечисленными требованиям, можно найти. Такая х.ф. f(t)≡L 
([3], стр. 159).

При помощи равенства
00

*ω=∏∕(<*) 
у=о

определим функцию g(∕). Если g (t) является х.ф., то ясно, что g{t)eL. 
Это значит, что ее логарифмы мы можем записать в виде

log g (t) = i∙γt + ∫ {ei,u - 1 - itu∣( 1 + wa)} dN1 (и),
о

где

ΛΓ1(u)=∑ *(<≈⅛)∙
i=0

Оценим
2

∫ ιAMΓ1(u)=2 ∫ c2iuadN(u)≥
о i =о о

ΣΣ^≈∙⅛-≈-
i = l k=l

Это значит, что g (t) не может быть х.ф. безгранично делимого закона и, тем са­
мым, g (t)eL. Полученное противоречие доказывает, что g (t) не может быть 

х.ф.
Теорема доказана.
В пункте 5 мы доказали, что х.ф. ∕(z)=exp∙ {eit-1} принадлежит всем 

классам Dc (0<c<l). Поскольку f(t)εL, то можно^сформулировать следую­
щее следствие.

Следствие 5. Классу распределений Z>c(0<e<l) также принадлежат 
распределения не из класса L.

7. Μ. Лоэв [1] доказал, что если собственная ф.р. G (x)eLc (0<c<1), 
то обязательно ее х.ф. g (t) удовлетворяет неравенству | g (t) |<1, если f≠0. 
Таким образом, используя теорему 5, мы можем сформулировать следующее 
следствие.

Следствие 6. Решетчатые распределения не принадлежат классам 
Lc, если C≠{0}.

Докажем следующее утверждение.
Теорема 14. Если х.ф. g(t)eLe (0<c<l), то

lim IS (0 I < 1 •
t→± ∞
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Если ton l⅛0)∣>°,

t→±∞
то iii l∕0)∣=1

t→± ∞
где х.ф. g (z) и f (t) при O<c<l связаны равенством (11). Доказательство. Берем последовательность интерваловΛ=[⅛-. Я 0 = 0, 1,2, ...),где z'>0. Пустьαi = max ∣sθ) l = ∣gθl) I, 

te А.где tieΛi (i=0, 1, 2, ...). Ввиду равенства (11), пишем
g(tl)=f(ti)g(cti) 0=0, 1, 2,ткуда получаем неравенстваteθ∣)l ≤ lgθ¾)l ≤∣gθ∣-ι)l∙Поскольку решетчатые распределения классу Le не принадлежат,то l>α0≥α1≥ ...и lim J#WI <f→ooДокажем вторую часть теоремы. При помощи равенства (11) получаем соотношениеUm ∣gθ,)l = l≡ l∕0ι)l Bm∣g(cri)∣,
i→∞ i—ко i→-∞где ti определяются, как и при доказательстве первой части теоремы. Посколь­ку lim ∣g(zi-1)∣≥lim∣ g(cZl)∣>lim ∣g⅛)∣>0,
i—ко i→∞ i—нюто обязательно должно бытьlim ∣∕(⅛) 1=1f→coи тем болееiii I/O)∣=ι.
t→∞Теорема доказана.

Следствие 7. Если х.ф. g(t)eLc, где C≠{0}, тоUm ∣gθ)l<l∙
t→± ∞Вильнюсский государственный университет им. В. Капсукаса Поступило в редакцию20.1.1972
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APIE KAI KURIAS RIBINIŲ PASISKIRSTYMŲ KLASES

F. Mišeikis

(Reziume)

Jeigu dvi pasiskirstymo funkcijos G(x) ir F(x) tenkina (3) lygybę, kur 0<c< 1, tai sakome, 
jog G(x)eLc. Straipsnyje nagrinėjamos klasės Lc savybės. Pavyzdžiui, įrodoma, kad Lc≠Lc', jei­
gu logc/logc', yra racionalinis skaičius, nelygus 1.

ON CERTAIN CLASSES OF LIMIT DISTRIBUTIONS

F. Mišeikis

(Summary)

Let the distribution functions G(x) and F(x) satisfy the equation (3). Then we shall say that 
G(x) eLc (0<C< 1). In the present paper the properties of the class of distributions Lc are inves­
tigated. For example, it is proved, that Lc=Lc> if log c/log c, is rational and not equal to 1.


