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funkcijos

Svetlana ROMAN, Art¯uras ŠTIKONAS (MII)
el. paštas: svetlana.roman@ktl.mii.lt, ash@ktl.mii.lt

Reziumė.Straipsnyje tiriamos↪ivairi ↪u kraštini↪u uždavini↪u su nelokaliosiomiskraštin˙emis s↪alygomis Gryno
funkcijos, lyginamos ši↪u Gryno funkcij↪u savybės su klasikini↪u uždavini↪u Gryno funkcij↪u savybėmis.
Pateikta keletas pavyzdži↪u.

Raktiniai žodžiai: stacionarusis uždavinys, Gryno funkcija, nelokaliosios kraštin˙es s↪alygos.

Matematikoje Gryno funkcija naudojama nehomogenini
↪
u diferencialini

↪
u lygči

↪
u su

kraštinėmis s
↪
alygomis sprendimui. Gryno funkcija taikoma sprendžiant elektrostatikos

(Puasono lygties sprendimas), kvantin˙es mechanikos uždavinius. Jos pagalba galima
rasti stacionari

↪
uj

↪
u ir nestacionari

↪
uj

↪
u uždavini

↪
u sprendinius su skirtingomis kraštin˙emis

s
↪
alygomis.

Pirmajame skyriuje nagrin˙esime klasikinius stacionariuosius uždavinius ir ši
↪
u

uždavini
↪

u Gryno funkcij
↪
u savybes. Antrame skyriuje bus tiriamos uždavinio su

nelokaliosiomis kraštin˙emis s↪alygomis Gryno funkcijos. Pateiksime kelet↪a pavyzdži↪u.
Nagrinėsime Gryno funkcij

↪
u savybes.

Imkime nehomogenin
↪
e stacionari

↪
aj

↪
a diferencialin

↪
e lygt

↪
i

Lu := −(p(x)u′)′ + q(x)u = f (x), x ∈ (0,1), (1)

su
↪
ivairaus tipo nelokaliosiomis kraštin˙emis s

↪
alygomis. Nagrin˙ekime taškines neloka-

li
↪
asias s

↪
alygas {

α0u
′(0) + β0u(0) = δ0u

′(ξ00) + γ0u(ξ0),

α1u
′(1) + β1u(1) = δ1u

′(ξ11) + γ1u(ξ1),
(2)

čia parametraiα0, α1, β0, β1, δ0, δ1, γ0, γ1 ∈ R ir ξ00, ξ11, ξ0, ξ1 ∈ [0,1], arba
integralinio tipo nelokali

↪
asias s

↪
alygas

u(0) = γ0

∫ b

a

�0(t)u(t)dt, u(1) = γ1

∫ b

a

�1(t)u(t)dt, (3)

čia�0(t), �1(t) – svorinės funkcijos. Tokio tipo nelokaliosios s↪alygos dažniausiai nag-
rinėjamos ir kit

↪
u autori

↪
u prie vien

↪
u ar kit

↪
u parametr

↪
u ar svorini

↪
u funkcij

↪
u reikšmi

↪
u. Šio

darbo tiklas buvo panagrin˙eti stacionari
↪

uj
↪

u klasikini
↪

u ir uždavini
↪

u su nelokaliosiomis
kraštinėmis s

↪
alygomis Gryno funkcij

↪
u panašumus ir skirtumus.
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1. Klasikinis stacionarusis uždavinys

Kai δi , γi , i = 0,1 lygūs nuliui, (1),(2) arba (1),(3) uždavinys tampa klasikiniu:{
Lu = f (x) ∈ C(0,1) ∩ L2(0,1),

α0u
′(0) + β0u(0) = 0, α1u

′(1) + β1u(1) = 0.
(4)

Šio uždavinio vienintelis sprendinys egzistuoja, jeiλ = 0 nėra operatoriausL tikrinė
reikšmė. Tada sprendinys užrašomas integraliniu pavidalu

u(x) =
∫ 1

0
G(x, s)f (s)ds, (5)

čiaG(x, s) – Gryno funkcija. Klasikini
↪

u Gryno funkcij
↪
u pavyzdžiai:

Gkl1 =
{

s(1− x), s � x,

x(1− s), x � s; Gkl2 =
{

1− x, s � x,

1− s, x � s; Gkl3 =
{

s, s � x,

x, x � s.

Pirmoji Gryno funkcijaGkl1 (1a pav.) gaunama, kai kraštin˙es s↪alygos yrau(0) =
u(1) = 0; antroji Gkl2 (1b pav.), kaiu′(0) = u(1) = 0; trečioji Gkl3 (1c pav.), kai
u(0) = u′(1) = 0.

Klasikiniu atveju Gryno funkcijaG(x, s) turi šias savybes [4]:

(1) ji yra tolydi ir reali uždaroje srityjeΩ = [0,1] × [0,1];
(2) ji yra simetrinė, t.y.G(x, s) = G(s,x), (x, s) ∈ Ω ;

(3) diagonalėjes = x išvestinės šuolisGx(x, s)|s=x+0
s=x−0 = 1

p(x)
, x ∈ (0,1);

(4) jei x �= s, LG(x, s) = 0, (x, s) ∈ Ω ;

(5) taškuosex = 0;1 patenkintos klasikin˙es kraštin˙es s
↪
alygos:

α0
∂G(0, s)

∂x
+ β0G(0, s) = α1

∂G(1, s)

∂x
+ β1G(1, s) = 0, s ∈ [0,1].
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1 pav. Klasikini↪u Gryno funkcij↪u grafikai.
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2. Stacionarusis uždavinys su nelokaliomis kraštin˙emis s
↪
alygomis

Nagrinėkime stacionar
↪

uj
↪
i uždavin

↪
i su nelokali

↪
aja kraštine Samarskio ir Bicadz˙es

s
↪
alyga {−u′′ = f (x),

u(0) = 0, u(1) = γ u(ξ ).
(6)

Tokio tipo uždavin
↪
i kaip pavyzd

↪
i tyrinėjo tokie mokslininkai kaip Sun ir Infante [1–3].

Jie konstravo Gryno funkcij
↪
a tik uždaviniams su tokiu paprastu operatoriumiL = −u′′

ir tyrė teigiam
↪

u sprendini
↪
u egzistavim

↪
a. Sprendinys buvo randamas du kartus integ-

ruojant lygt
↪
i −u′′ = f (x). Šio metodo tr¯ukumas, kad j

↪
i negalima tiesiogiai pritaikyti

platesnei uždavini↪u klasei. Šiame straipsnyje Gryno funkcij↪u išraiškos gautos naudo-
jant konstant

↪
u varijavimo metod

↪
a [4]. Šio metodo privalumas tas, kad galima sukon-

struoti Gryno funkcij
↪
a (1) nehomogeninei lygˇciai su kintamais koeficientaisp(x) ir

q(x) ir
↪
ivairiomis nelokaliosiomis kraštin˙emis s

↪
alygomis.

Žinoma, kad (6) uždavinio Gryno funkcija egzistuoja ir yra vienintel˙e, kaiγ ξ �= 1.
Jeiγ ξ = 1, tai λ = 0 yra šio uždavinio tikrin˙e reikšmė ir sprendiniai neegzistuoja ar
j

↪
u yra begalo daug priklausomai nuo dešiniosios lygties pus˙es. Šio uždavinio Gryno
funkcija

G1(x, s) = 1
1− γ ξ

x(1− s) −
{

x − s, s � x

0, s � x
−

{
γ

1−γ ξ
x(ξ − s), s � ξ

0, s � ξ.

Šiuo atveju Gryno funkcij
↪
a galima išreikšti per klasikin

↪
e Gryno funkcij

↪
a:

G1(x, s) = Gkl1(x, s) + γ x

1− γ ξ
Gkl1(ξ, s), (7)

čia Gkl1 yra klasikinė Gryno funkcija, kuri buvo apibr˙ežta aukšˇciau. Gryno funkcij
↪
u

grafikai skirtingiemsξ , kai γ = 2 (a)–c) atvejai) irγ = −2 (d)–f) atvejai) pateikti
2 pav. Formulė (7) rodo, kad šio uždavinio atveju Gryno funkcijos savyb˙es turėt

↪
u

būti panašios
↪
i klasikinės Gryno funkcijos savybes, kaiγ ξ �= 1, tačiau prarandamas

simetriškumas. Taip pat atsiranda papildomi Gryno funkcijos išvestin˙es trūkiai tiesėje
s = ξ ir trūkio dydis lygusγ x/(1− γ ξ), x �= ξ .

Kiekvienam (1), (2) ar (1), (3) uždaviniui su
↪
ivairiais parametrais ir svorin˙emis

funkcijomis buvo surastos Gryno funkcij
↪
u egzistavimo s

↪
alygos, kurios gali b¯uti labai

↪
ivairios.

Kraštinio uždavinio{−u′′ = f (x),

u′(0) = 0, α1u
′(1) + β1u(1) = δ1u

′(ξ11) + γ1u(ξ1)
(8)

atveju, egzistavimo s
↪
alyga yraβ1 �= γ1. Uždaviniui{−u′′ = f (x),

u′(0) = 0, u′(1) = δ1u
′(ξ11)

(9)

Gryno funkcija neegzistuoja, prie bet koki
↪
u δ1 ir ξ11.



336 S. Roman, A. Štikonas

0,0

0,0
0,250,0

0,25

0,5

s

0,5

0,5
x

1,0

0,75
0,75

1,5

1,0
1,0

0,0
0,25-1,9

0,0

-1,4

0,25

0,5

-0,9

x

s

-0,4

0,5

0,1

0,75

0,75
1,0

1,0

0,0
0,25

0,5 x-0,3
0,0

-0,2

-0,1

0,25

0,0

0,1

0,75

s

0,5 0,75 1,0
1,0

a) ξ = 3/8 b) ξ = 5/8 c) ξ = 7/8

0,0

0,25

0,0

-0,26

0,25
0,5

s

-0,16

x

0,5

-0,06

0,75

0,75

0,04

1,0

0,14

1,0

0,0

0,0

-0,2
0,25

0,25

-0,1

s

0,5
0,5

0,0

x

0,1

0,75
0,75

1,0
1,0

0,0

0,0
0,25-0,08

0,25

-0,03

0,5

s

0,02

0,5
x

0,07

0,12

0,75
0,75

0,17

1,0

0,22

1,0

d) ξ = 3/8 e) ξ = 5/8 f) ξ = 7/8

2 pav. Nelokaliojo kraštinio uždavinio (6) Gryno funkcij↪u grafikai su skirtingomisγ ir ξ reikšmėmis.

Nelokaliems uždaviniams Gryno funkcija gali b¯uti trūki. Taip atsitinka tada, kai
bent vienas parametr

↪
u δi nelygus nuliui. Šis tr¯ukis atsiranda ties˙eje s = ξii . Kraštinio

uždavinio {−u′′ = f (x),

u(0) = 0, u(1) = γ u′(ξ )
(10)

Gryno funkcija egzistuoja, kaiγ �= 1 ir lygi

G(x, s) = 1

1− γ
x(1− s) −

{
x − s, s � x

0, s � x
−

{ γ
1−γ

x, s < ξ

0, s > ξ.

3a pav. pavaizduotas Gryno funkcijos grafikas, kaiγ = 1/4 ir ξ = 1/3. Tiesėss = ξ

taškuose Gryno funkcija yra tr¯uki.
Uždavinio {−u′′ = f,

u(0) = γ0u
′(ξ0), u(1) = γ1u

′(ξ1)
(11)

Gryno funkcija egzistuoja, kaiγ1 − γ0 �= 1 ir lygi

G(x, s) = (x + γ0)(1− s)

1− γ1 + γ0
−

{
x − s, s � x

0, s � x
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3 pav. Gryno funkcijos: a) (10) kraštinio uždavinio, kaiγ = 1/4, ξ = 1/3; b) (11) kraštinio uždavinio, kai
γ0 = 1/2,γ1 = 3, ξ0 = 1/4, ξ1 = 1/2.

−
{

γ0(1−x−γ1)
1−γ1+γ0

, s < ξ0

0, s > ξ0
−

{
(x+γ0)γ1
1−γ1+γ0

, s < ξ1

0, s > ξ1.

Šiuo atveju gauname 2 tr¯ukius tiesėses = ξ0 ir s = ξ1, o išvestinė turi trūk
↪
i tiesėsx = s

(žr. 3b pav.).
Pagrindinės šio straipsnio išvados:

1. Gryno funkcija nelokali
↪

uj
↪

u kraštini
↪
u s

↪
alyg

↪
u atveju yra nesimetrin˙e, ji arba jos

išvestinė gali turėti trūkius taškuosex �= s.

2. Nagrinėt
↪
u nelokali

↪
uj

↪
u s

↪
alyg

↪
u atveju Gryno funkcij

↪
a galima išreikšti per klasiki-

nio uždavinio Gryno funkcij
↪
a ir jos išvestin

↪
e.
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SUMMARY

S. Roman, A. Štikonas. Green functions for stationary problems with nonlocal boundary conditions

In this paper the Green functions for various stationary problems with nonlocal boundary conditions are
investigated. We compare Green functions properties for classical boundary conditions with properties of
Green functions for problems with nonlocal boundary conditions. Few examples iliustrate such properties.

Keywords: stationary problems, Green function, nonlocal boundary conditions.


