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Reziume. Straipsnyje tiriamogairiy krastiniy uzdaviny su nelokaliosiomis krastamis slygomis Gryno
funkcijos, lyginamos & Gryno funkcijy savytes su klasikini uzdaviny Gryno funkciy savylemis.
Pateikta keletas pavyzdgi

Raktiniai ZodZiai: stacionarusis uzdavinys, Gryno funkcija, nelokaliosios krasti@lygos.

Matematikoje Gryno funkcija naudojama nehomoganitiferencialiny lyg€iu su
kraStiremis slygomis sprendimui. Gryno funkcija taikoma sprendZiant elektrostatikos
(Puasono lygties sprendimas), kvaetnmechanikos uzdavinius. Jos pagalba galima
rasti stacionatiju ir nestacionarjju uzdavinu sprendinius su skirtingomis kragtimis
salygomis.

Pirmajame skyriuje nagresime klasikinius stacionariuosius uzdavinius ig Si
uzdavinu Gryno funkcijy savybes. Antrame skyriuje bus tiriamos uzdavinio su
nelokaliosiomis kraStiamis slygomis Gryno funkcijos. Pateiksime kedgtavyzdai.
Nagrinésime Gryno funkcij savybes.

Imkime nehomogenistacionagja diferencialire lygf

Lu:=—(pu) +qu= f(x), xe(O1), )

sujvairaus tipo nelokaliosiomis krasemis slygomis. Nagriekime taskines neloka-
liasias alygas

aou’(0) + Bou (0) = dou’ (500) + you(éo), )
aqu’ (1) 4 Bru(1) = 811’ (§11) + y1u(€r),

Cia parametraivg, o1, Bo. B1. o, 81, Yo, v1 € Rir &oo, &11, &0, &1 € [0, 1], arba
integralinio tipo nelokalisias alygas

b b
u(0)=)/0/ oo(?)u(r)dt, u(1)=y1/ o1(Hu(r)dr, (3)

Ciapo(t), 01(t) — svorirés funkcijos. Tokio tipo nelokaliosioglygos dazniausiai nag-
rinejamos ir kity autoriy prie vieny ar kity paramety ar svorinij funkciju reikdmij. Sio
darbo tiklas buvo panagmti' stacionaniju klasikiniu ir uzdaviniy su nelokaliosiomis
kraStiremis slygomis Gryno funkcij panaSumus ir skirtumus.
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1. Klasikinis stacionarusis uzdavinys
Kai §;, v;, i = 0,1 lygus nuliui, (1),(2) arba (1),(3) uzdavinys tampa klasikiniu:
Lu= f(x)e C(0,1)NL>0,1), @)
aou’(0) + Bou(0) =0, aqu’(1) + B1u(1) =0.

Sio uzdavinio vienintelis sprendinys egzistuoja,jek 0 néra operatoriaus tikrine
reikSme. Tada sprendinys uZzraSomas integraliniu pavidalu

1
u(x):/ G(x,s)f(s)ds, (5)
0

Cia G(x, s) — Gryno funkcija. Klasikini Gryno funkcijy pavyzdZiai:

G — s(1—x), s<ux, G — 1—x, s<ux, Gria — S,
ki1 = x(1—ys), x<s; ki2 = 1—-5, x<s; ki3 = x, x<s.

Pirmoji Gryno funkcijaGy1 (1a pav.) gaunama, kai kra&s slygos yrau(0) =
u(1) = 0; antroji Gy2 (1b pav.), kaiu'(0) = u(1) = O; trecioji Gyz (1c pav.), kai
u(©0) =u'(1)=0.

Klasikiniu atveju Gryno funkcijaG (x, s) turi Sias savybes [4]:

(1) ji yratolydiir reali uzdaroje srityje2 = [0, 1] x [0, 1];

(2) jiyrasimetrire, t.y.G(x,s) = G(s, x), (x,s) € 2;

(3) diagonatjes = x iSvestires SuolisG, (x, s)[$=5 19 = p(—lx) x € (0, 1);

(4) jeix#s,LG(x,s) =0, (x,s) € £2;
(5) tasSkuoser = 0; 1 patenkintos klasikies kraSties slygos:

0G(0, s)
ag—————

0G(1,s)
0x 0x

+ BoG(O,5) =1 +p1G(L,s) =0, s€[0,1].
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a) b) c)
1 pav. Klasikinig Gryno funkcijs grafikai.
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2. Stacionarusis uzdavinys su nelokaliomis kraStiemis slygomis
Nagrinekime stacionayji uzdaviri su nelokalgja krastine Samarskio ir Bicaglk’

salyga
— = f(x),
{u(0> =0, u()=yu(®. ©

Tokio tipo uzdavinkaip pavyzdtyrinejo tokie mokslininkai kaip Sun ir Infante [1-3].
Jie konstravo Gryno funkaijtik uzdaviniams su tokiu paprastu operatorium —u"

ir tyre teigianu sprendini egzistavina. Sprendinys buvo randamas du kartus integ-
ruojant lygt —u” = f(x). Sio metodo mkumas, kadjjnegalima tiesiogiai pritaikyti
platesnei uzdavini klasei. Siame straipsnyje Gryno funkcigraiskos gautos naudo-
jant konstani varijavimo metod [4]. Sio metodo privalumas tas, kad galima sukon-
struoti Gryno funkciga (1) nehomogeninei haidi su kintamais koeficientaig(x) ir

g (x) ir jvairiomis nelokaliosiomis kraStaris slygomis.

Zinoma, kad (6) uzdavinio Gryno funkcija egzistuoja ir yra vieniggddaiy & # 1.
Jeiy& =1, tai A = 0 yra Sio uzdavinio tikrie reikSne ir sprendiniai neegzistuoja ar
ju yra begalo daug priklausomai nuo desiniosios lygtieeguSio uzdavinio Gryno
funkcija

Gi(x,s) =

1 X —
1—)/SX(1_S)_{O’

s, s<x JTX(S—S), s<E
s Zx 0, s = E.

Siuo atveju Gryno funkci galima iSreikti per klasikeGryno funkcig:
yXx
1-yé

Cia Gyj1 yra klasikiré Gryno funkcija, kuri buvo apileta auk&iau. Gryno funkcij
grafikai skirtingiems, kai y = 2 (a)—c) atvejai) iry = —2 (d)-f) atvejai) pateikti
2 pav. Formut' (7) rodo, kad Sio uzdavinio atveju Gryno funkcijos sayhuet)
buti panaSiog klasikinés Gryno funkcijos savybes, kaké # 1, teciau prarandamas
simetriSkumas. Taip pat atsiranda papildomi Gryno funkcijos iSvestiokiai tie€je

s =& irtrukio dydis lygusyx /(1 — y&), x #&.

Kiekvienam (1), (2) ar (1), (3) uzdaviniui sinairiais parametrais ir svoragmis
funkcijomis buvo surastos Gryno funkgiggzistavimo alygos, kurios gali bti labai
ivairios.

Krastinio uzdavinio

—u" = f(x), (8)
u'(0)=0, a1u'(1)+ Bru(l) =11’ (510 + yau(é1)

atveju, egzistavimoayga yragi # y1. UZzdaviniui

{—u”zf(x), (9)

Gi(x,s) = Gyialx,s) +

Gu1(&,s), (7)

u'(0)=0, u'(1)=258w'(&11)

Gryno funkcija neegzistuoja, prie bet kaldy ir £11.
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de=3/8 e)E=5/8 He=7/8

2 pav. Nelokaliojo krastinio uzdavinio (6) Gryno funkgigrafikai su skirtingomig ir & reikSmemis.

Nelokaliems uzdaviniams Gryno funkcija galitbtruki. Taip atsitinka tada, kai
bent vienas paramets; nelygus nuliui. Sis tkis atsiranda tiegé s = &;;. Krastinio

uzdavinio
—u = f ),
{ u(©=0, u(l)=yu'® (10)

Gryno funkcija egzistuoja, kat # 1 ir lygi

G(x,s)=

s, S<Xx %X, s<§&
s=Xx 0, s> E.

x —
1_yx(1—s)—{o,

3a pav. pavaizduotas Gryno funkcijos grafikaskat 1/4ir ¢ = 1/3. Tie®ss = &
tasSkuose Gryno funkcija yrawtki.
UZdavinio
—ut=f, (11)
u(0) = you'(§0), u(d) = y1u'(61)
Gryno funkcija egzistuoja, kat, — yo # 1 ir lygi

x+y0@d—s) x—s, s<x
G(X,S)=1—— 0 S
— Y1+ , §=X
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a) b)

3 pav. Gryno funkcijos: a) (10) krastinio uzdavinio, kai= 1/4, & = 1/3; b) (11) krastinio uzdavinio, kai
vw=1/2,y1=3,6=1/4,61=1/2.

yol—x—y1) Gt+yon
e 0 5T fo _ Tpr < §1
0, s >&p 0, s > &1.

Siuo atveju gauname 2ukius tiegses = &g ir s = &1, 0 iSvestire turi trukj tiesésx = s
(2r. 3b pav.).
Pagrindirgs Sio straipsnio iSvados:

1. Gryno funkcija nelokaljju kraStinu salygu atveju yra nesimetr’ji arba jos
iSvestire gali tueti trukius tasSkuose # s.

2. Nagrirety nelokaliju salygu atveju Gryno funkc@ galima iSreiksti per klasiki-
nio uzdavinio Gryno funkcg ir jos iSvestig.
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SUMMARY

S. Roman, A. Stikonas. Green functionsfor stationary problemswith nonlocal boundary conditions

In this paper the Green functions for varioustistaary problems with nonlocal boundary conditions are
investigated. We compare Green functions properties for classical boundary conditions with properties of
Green functions for problems with nonlocal boundary conditions. Few examples iliustrate such properties.

Keywords: stationary problems, Green function, nonlocal boundary conditions.



