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Santrauka. Siame straipsnyje nagrinéjami ir aptariami kai kurie uzdaviniai, kurie gali buti
iSspresti ir beveik nieko neparasius — tik atsakyma uzrasant, nors gali sukelti ir vadinamuyjy
laikiny sunkumy ir netgi pasirodyti sunkoki.

Raktiniai Zodziai: uzdaviniy formuluoc¢iy metaforiskumas, juy skaitinis patrauklumas, naturaliy
salygu emocinis paveikumas, psichologiniai sprendimo etapai, euristinés strategijos bei salygos per-

skaitymo lygmenys.

Ivadas

Banaliais zodziais yra virte sakiniai, kad viskas yra jmanoma, reikia tik panoréti.
Tokie zodziai yra labai geri vadinamajam pradiniam entuziazmui sukelti, bet kurio
ne tik nejsivaizduojama jokios veiklos pradzia bei joks pasiryzimas ko nors imtis —
o be sito, suprantama, nebtuna ir jokiy, netgi daliniy laiméjimy.

Zodziu, padioje pradzioje zodziai ,Misija jmanoma® bty tikrai rekomenduotini,
nes tie zodziai — neziurint juy kategoriskumo — yra ,labiau teisingi negu atvirksciai

Jie yra tarsi jvadas i zinoma posakj ,Gera pradzia — pusé darbo®, arba j kita —
irgi labai zinoma kiny iSminties krisla , Kelia jveikia einantysis®, ar net i tokj musiska
kasdienj pasakyma, parsidedantj zodziais , Nesigailési anksti kéles. .. Musy svarsto-
muoju atveju tai buty mazdaug tas pats, kaip tvirtinti; ,,Uzuot kaimyna peikes, geriau
butum ka nors doro veikes*.

Zodziu, darbas visada yra realizacinis nuotykis, suteikiantis daran¢iajam tikros
patirties, psichologinés tvirtybés ir euristinés iSminties.

Ypac tuo pasizymi vadinamieji aritmetiniai, kombinatoriniai, euristiniai ir kitokie
Habai zemiski“ uzdaviniai.

Tik nelabai populiaru yra sakyti, kad ne visada ir ne visur (ir ne visiems) viskas
is karto pavyksta, viskas yra gana lengva, arba pusiau lengva. Ryztumés atvirai
pasakyti, kad kai kas man gali buti labai sunku ir is to, kas kitam yra tikrai lengva.

Klasikiné uzdaviniy siulymo patrauklybé arba pirmiausiai buvo rebusai

Rebusai néra labai sunkus mokslas, o ypac Siais laikais, kai kompiuteriy plétra yra
tokia speri, kad kelia ir beveik neribota pasigéréjima kartu su tam tikrais bugsta-
vimais, susijusiais su tuo, kas bus, jeigu ir toliau viskas taip greitéjanciai klostysis.
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Dabartinis klasikinis rebusas ,,per kompiuterius“ yra labai prieinamas ir kyla tik es-
tetinis klausimas, ar jis vis dar taip pat buty prieinamas ar jveikiamas ir iSjungus
kompiuter;.

Visi gerai zino, kad rebusas, yra, kaip taisyklé, raidémis uzrasytas ir neretai kal-
binio zavesio turintis aritmetinis veiksmas, kurj mes turime issifruoti, arba suzinoti,
kaip ten viskas atrodé ankséiau, kol skai¢iai dar nebuvo pakeisti raidémis. Visuotiniu
susitarimu, kuris trumpose salygose net néra primenamas, vienodos skaitmenys yra
kei¢iamos vienodomis, o skirtingos skaitmenys yra kei¢iamos skirtingomis raidémis —
ir uzkoduojant ir atkoduojant.

Stai vienas i3 tokiy ir lengvy, ir vis dél to jau gana jdomiy rebusy, kurj pastaraisiais
metais autoriui ne sykj teko lukstenti su besidominciais aritmetiniais galvosukiais.

Jeigu tiesa yra tokia, kad

9 _ 6 _ 13
JIE ~ TAU  GROS’

tai kokio didumo yra tas GROS?

Suprantama, kad su kompiuteriu tas rebusas niekam nebaisus, o stai jj iSspresti
keliomis eilutémis jau yra tam tikras menas.

Ir vis dél to kiekvienas nekompiuterinis sprendimas, matyt, neiSvengiamai prasidé-
tu nuo paprastuciy pastabuy apie tai, kad kaip jau ten ,bus grojama, taip jau ir bus®,
bet raidés tame rebuse nesikartoja, jos yra visos skirtingos ir ju i$ viso gal atsitiktinai,
o gal ir ne yra lygiai 10.

Arklio Dominyko aritmetinis entuziazmas

Sis uzdavinys prie§ keletag mety buvo pasitlytas Vilniaus universiteto organizuoja-
mame 5-8 klasiy moksleiviy konkurse, vykstanciame kartu su komandine Lietuvos
mokiniy olimpiada profesoriaus Jono Kubiliaus jsteigtai taurei laiméti, prasidéjusia
1986 metais. Nors konkursas, kaip sakyta, vyksta prie komandinés olimpiados, ku-
rioje komandos dalyvauja pagal pakvietima, individualiosios moksleiviy varzytuvés
yra prieinamos visiems — tereikia tiktai registruotis, atvykti ir spresti uzdavinius.
Tais 2011 metais olimpiados dalyviams buvo pasiulyta proginé Arklio Dominyko ir
jo draugu ,proginé“ arba lengvai ,suliteraturinta“ ar ,,beletrizuota® uzdaviniy serija.
Zemiau pateikiame vieng i§ tos serijos uzdaviniy — dar viena nei per sunkiy, nei per
lengva proto gimnastikos arba kombinatorinio sumanumo pratima. Manytume, kad
tai yra tikrai nei sunkus, nei lengvas bet vis délto, dristume manyti, per akimirksnj
ar per 3 sekundes mintyse nepadaromas uzdavinys. O jeigu Jums padaroma, tai tada
prasytume priimti musy sveikinimus. Pateikiame pilng ,beletrizuota“ to uzdavinio
formuluote, kaip ji buvo pateikta ty atmintiny 2011 mety varzytuviy dalyviams.

Asiliukas Dainius ir arklys Dominykas

Asiliukas Dainius buvo senas, istikimas ir labai atsidaves arklio Dominyko draugas ir
visada nesdavo Dominykui kazkokiy nematyty uzdaviniy, kuriy is pradziy Dominykas
visai nesiverzdavo spresti. Bet émes spresti Dominykas labai pykdavo, jeigu jam
nepasisekdavo ju nors kiek pabaigti.
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Siandien atéjes asiliukas Dainius iSsitrauke i$ kiSenés 16 sulipusiy raidziy ir skai¢iy
pory
al,a2,a3,ad,bl,b2,b3,b4,cl,c2,c3,cd,dl,d2,d3 ir d4

ir émé raginti Dominyka surasyti tas sulipusias poras po viena j kiekviena 4 x 4
lentelés langelj taip, kad ir kiekvienoje lentelés eilutéje, ir kiekviename tos lentelés
stulpelyje po viena karta pasitaikyty ir visos 4 raidés

a,b,cird

ir visi keturi skaiciai
1,2,3ir 4.

Dominykas nelabai tiki, kad tai gali pavykti, o asiliukas Dainius sako, kad tai turéty
pavykti jau vien délto, kad ta toji lentelé labai graziai atrodyty — tik pagalvokite:
jokioje eilutéje ir jokiame stulpelyje jokios raidés ir jokie skaiciai nesikartoja.

Kuo baigsis sitie jrasinéjimai?

Sprendimas. Paliekame galimam skaitytojui galimybe pac¢iam paméginti padéti
protingajam ir kantriajam Asiliukui Dainiui bei Arkliui Dominykui. Tiktai jei rasi-
nésime be sistemos, arba visai ,be simetrijos“, tai reikalai gali uzsitesti.

Lenteliy pildymas

Lenteliy pildymo uzdaviniai paprastai néra labai gasdinantys, nes vadinamajame in-
formacijos amziuje musy akis yra ,jpratinta®“ prie lentelés pateikiamos skaitinés infor-
macijos. Stai keletas uzdaviniy, kurie buvo pateikti paskutiniyjy mety konkursuose.
Ne vienas i$ ju yra paimtas i$ kaimyny baltarusiy konkursy. Filosofiniu poziuriu,
jeigu mes keliame lentelei tam tikrus reikalavimus, tai, aisku, kad tokia lentelé gali
buti imanoma, arba nejmanoma. Suprantama, jog jeigu klausiama, ar galima uzpil-
dyti lentele su tam tikrais reikalavimais, tai jeigu tai pavyksta, tai mums pakanka
kokio nors vieno pavyzdzio. O jeigu paaiskéja, jog taip, kaip mes norétume, lentelés
uzpildyti nejmanoma, tai tuomet mums deréty suprantamai tai paaiskinti.

Viena visai konkreti 5 x 10 matmeny lentelé

Klausiame, ar galima buty i 5 x 10 matmeny lentelés langelius, jrasant po viena skaiciy
i kiekviena langelj surasyti visus naturaliuosius skaic¢ius nuo 1 iki 50 tokiu budu, kad
visos tos 5 eiluciy ir 10 stulpeliy sumos duoty 15 is eilés einanciy naturaliyjy skaiciy
(nesvarbu, kokia eile).

Uzdavinio sprendimas neatrodo (ir néra sunkus). Suprantama, kad pirmiausiai
mums deréty susiskaic¢iuoti, kam yra lygi visy skaiciy nuo 1 iki 50 suma. Mes is karto
suvokiame, kad imant nuosekliai sumuoti krastinius skaic¢ius, mes kiekviena karta
turésime po 51: pirmiausiai kaip 1 + 50, toliau kaip 2 + 49 ir taip toliau per visus 25
kartus. Todél visy skaiciy nuo 1 iki 50 suma yra tiek pat, kiek buty 25 kartus sudéjus
po 51, arba, visai trumpai — 25 - 51, o tai yra 1275.

Kadangi kiekvienas skaicius ,traukiamas® sumon kaip ir eilutés, ir kaip stulpelio
atstovas, tai toji visy eiluc¢iy ir visy stulpeliy ,,sumy suma® yra du kartus, negu cia
ka tik kad suskaiciavome ir todél yra lygi 1275 - 2 = 2550.
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Jeigu tie 2250 yra 15-o0s i$ eilés einanciy naturaliyjy skaic¢iy suma, tai tada vidu-
rinis, arba 8-tasis tos eilutés skaicius buty lygus 2550 : 15 = 170, vadinasi, visi tie 15
skaiciy, jeigu juos isvardintume, buty skaiciai

163,164, 165, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 177.

Ir dabar jau yra visai aisku, kad. jeigu Sio uzdavinio misija yra jmanoma, tai tada
kazkokiy penkiy tos eilutés skaiciy suma yra lygi likusiy skaiciy sumai, o tai yra
nejmanoma, nes tada kazkokiy penkiy skaic¢iy suma turéty buty didesné uz tukstantj,
0 yra nejmanoma.

Antra dar konkretesné, nes dar mazesné 34 lentelé

Yra klausiama, ar galima buty j kiekviena 3 x 4 lentelés langelj, po viena skaiciy j
kiekviena langelj jrasyti skirtingus naturaliuosius skaicius taip, kad ir visy tos lentelés
eiluciy skaiciy sumos buty lygios tarpusavyje, ir visy tos lentelés stulpeliy skaiciy
sumos taip pat buty lygios tarpusavyje.

Antrasis papildantysis klausimas bty toksai; jeigu misija jmanoma, tai kam yra
lygi pati maziausioji visy tokios eilutés skaiciy suma?

Dvi skirtingo pildymo sunkumo, bet labai vienody matmeny lentelés

I kiekviena i$ 49 lentelés 7 x 7 langeliy jrasyta po viena (nebutinai sveika) skaiciy
taip, kad visy eiluciy ir visy stulpeliy skai¢iy sumos yra lygios tarpusavyje. Be to,
paaiskéjo, kad bet kuriame is 4 kampiniy tos lentelés 2 x 2 kvadraty visy jo skaiciy
suma yra lygi 10, o visy centrinio 3 x 3 kvadrato skai¢iy suma yra lygi 25.

Kokia gali buti visy tos lentelés skai¢iy suma (Atsakyma paaiskinkite).

Kitas uzdavinys su 7 x 7 lentele buvo pasiulytas Lietuvos olimpiadoje 2017 metais
(3 uzdavinys, siulytas 9 bei 10 klaséms). Pateikiame jo salyga:

I lentelés 7 x 7 langelius surasSyti realieji skaiciai taip, kad kiekvieno 3 x 3 kvadrato
visy 9 skaiciy sandauga ir kiekvieno 4 x 4 kvadrato visy 16 skai¢iy sandauga yra lygi
tam paciam skai¢iui S. Ar gali (su bent viena S reikSme) visy keturiasdesimt devyniy
tos lentelés skaiciy sandauga buti lygi 20177

Atvirai pasakysime, kad per uzdaviniy atranka tas uzdavinys buvo ir pasitulytas,
ir ,paimtas® kaip lengvas arba ,demokratiskas® uzdavinys. Tikrové gi pasirodé sa-
votiskai labai susisaukianti su antruoju musy straipsnelio pavadinimo budvardziu —
ziuri komisija terado vos kelis pilnus Sito lengvu laikyto uzdavinio sprendimus.

Nei sunkiy, nei lengvy uzdaviniy rinkinio pavyzdziu, tinkanc¢iu musy nagrinéjamuy
uzdaviniy profiliui, galéty buti laikytini ir didzioji dalis Marijampolés Suduvos krasto
gimnazijy 2016 mety konkurso uzdaviniy. 3 i$ 5 ten buvusiy uzdaviniy su sprendimo
uzuominomis pateikiame galimy skaitytoju vertinimui.

1. Senelis Petras noréjo nuvaziuoti i Alvita ir nupirkti septyniy skirtingy natuira-
liyju skaiciy rinkinj, kuris jtikty trims jo anukams Jonui, Baltrui ir Matui (Matijosiui).
Antkui Jonui reikia, kad skaiciy septyniukéje buty lygiai 5 skaiciai, kurie dalijasi is 3,
Baltrui — kad septyniukéje buty lygiai 5 skaiciai, kurie dalijasi i$ 5, o Matui (Matijo-
siui) reikia, kad septyniukéje buty lygiai 5 skaidiai, kurie dalijasi i§ 7. Senelis Petras,
pats nemenkas ekstremalas, noréjo nupirkti tokj 7 skaiciy rinkinj, kuris negana to,
kad jtikty visy 3 anuky norams, bet dar buty toks, kurio didziausias skaicius buty
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maziausias jmanomas. Senelis Petras Alvite galy gale surado tokj rinkinj. Koks yra
didziausias nupirktojo rinkinio skaicius?

Tas pats maziausias i$ ty didziausiy galimy tokios skirtingy naturaliyjy skaiciy
septyniukes skaic¢iy, jtikinanéiy visy trijy anuky norams, yra 105.

15,35, 63,70, 75, 84, 105.

2. Mano kaimynas is Vilkaviskio Martynas grizo i§ Marijampoléje vykusio pasau-
lio studuviy suvaziavimo ir émé girtis gyvenes viesbucio ,liukse®, kurio numeris buvo
trizenklis ir gaunamas sudauginus tokius tris skaic¢ius: pirma vienetu didesnj negu
kambario numerio simty skaitmuo, antra vienetu didesnj, negu numerio desimciy
skaitmuo, o treciaji tiesiog tokj patj kaip kambario numerio vienety skaitmuo. Isgir-
dusi tai, mociuté Tekle is Alvito pasaké, kad tame pasakojime ,nesueina aritmetika®.
Ar teisi yra mociuté Tekle?

Sprendimo nuosprendis sutampa su Alvito mociutés nuomone.

Uzrasius salyga, t.y. ta trizenklj skaic¢iy su skaitmenimis A BC kaip 100A+10B+C
ir sulyginus, kad jis buty lygus (A+ 1) - (B + 1) - C' gauname lygybe

100A+10B+C = (A+1)- (B+1)-C.

Po suprastinimy pakaktuy jsitikinti, kad 100 > (B +1)-Cir 10B > B - C.
Abu Sie faktai yra tikri, nes B ir C yra skaitmenys.

3. Marijampolés Marijony gimnazijos moksleivis Marius Marijampolskis turi ke-
turis skirtingus natiraliuosius skai¢ius. Zinoma, kad trys i§ Sesiy galimy sumy po du
skaicius yra 21, 31 ir 41. Kokia yra pati maziausia galima visy Mariaus Marijampol-
skio keturiy skirtingy naturaliyjy skaiciy suma?

Pateikiame nesunky bet kazkuo pamokoma to uzdavinio sprendimo komentara.

Pirmiausiai pastebésime, kad Sioje trijose mums pasakytose sumose ,dalyvauja“
visi minétieji keturi skaic¢iai A, B, C' ir D. Jeigu buty ne taip, tai tada gautume, kad
dviguba kazkuriy triju skaic¢iy sakykime A, B ir C, suma turéty buti lygi 21 + 31 +
41793, o tai nejmanoma.

Kai trijose sumose dalyvauja visi keturi rinkinio skaiéiai, skirsime du atvejus:

a) Yra dvi tokios sumos, kurios dalyvauja visi keturi Mariaus Marijampolskio
rinkinio skaiciai. IS tokiy sumy pacia maziausia galima visy keturiy skaic¢iy suma
21 4 31 = 52, duoty, pavyzdziui, rinkinys (1;10;20; 21);

b) Tokiy dviejy sumy, apimanéiy visus keturis Mariaus Marijampolskio rinkinio
skaic¢ius, néra. Tada, kadangi visose trijose sumose jau turi dalyvauti visi keturi
Mariaus Marijampolskio rinkinio skaiciai, tai tada suma yra nemazesné kaip 21 +
11 + 21 = 53, o tai jau buty daugiau negu kad mes jau esame gave. Todél lieka
atsakymas 52.

Lentelés buna ir naturaliai trikampés

Keli dabar pateikiami uzdaviniai, paimti i§ neissenkanéiy plaéiai zinomo konkurso
,Kengura“ paskutiniyjy mety aruody taip pat buvo naudojami darbe su mokiniais ir
studentais. Kad tai ,kengurinés®“ kilmés uzdaviniai, rodo ir ,,islike” 5 pasirenkamieji
atsakymai.
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Uzdaviniy salygas dirbdamas su mokiniais ir studentais autorius, lygiai taip pat,
kaip ir matematiniuose konkursuose, paprastai visada stengiasi ,,suasmeninti“ arba
beletrizuoti, nes gausi praktika jtikino, jog tai vis délto, nors ,skaitymo® ir prideda,
bet spresti labiau padeda, nei trukdo. Arklys Dominykas, paméges trikampius émeési
irasinéti j septynis trikampés diagramos apskritimus po naturalyjj skaiciy tokiu budu,
kad visy atkarpoms

AB,BC,CA,AA;,BB,,CCh

priklausancéiy triju apskritimy skaiciy sumos yra skirtingos.

Palaipsniui ji panoro issiaiskinti, kiek maziausiai skirtingy naturiniy skaic¢iy jai
reikéty panaudoti taip jrasinéjant.

Po tam tikro triuso Arklys Dominykas ir Asiliukas Dainius nustaté, kad tuo kilniu
reikalu, uztikrinant visy ty 6 sumy skirtinguma j langelius mazy maziausiai teks
jrasyti: (A) 6 Skirtingus skaicius, (B) 5 skirtingus skaicius, (C) 4 skirtingus skaicius,
(D) 3 skirtingus skaicius, (E) 2 skirtingus skaicius.

Vienas nuotykis su Sifrais

Kielé Kamilé gavo uzduotj jlisti i nusikalteliy seifa. Ekspertai mano, kad tai atlikti
pajégty tiktai jis, musy Kamilé ir daugiau niekas kitas. Po diskreciy, bet efektyviy
tyrimy Kamilé nustaté, kad nusikaltéliy seifo kodas yra 5-zenklis skaicius, kuris:

1) yra sudarytas is 5 skaitmeny, kurie gali keistis nuo 0 iki 9;

2) jeigu ta susidariusig kombinacija laikytume 5-zenkliu skaiciumi, tai tas skaicius
buty lyginis;

3) toje 5 skaitmeny kombinacijoje téra tik vienas vienintelis nelyginis skaitmuo;

4) Toje 5 skaitmeny kombinacijoje yra lygiai 4 skirtingi skaitmenys ir tie pasikar-
tojantys vienodi skaitmenys nestovi greta;

Tai kiek gi skirtingy kombinacijy privalo iSméginti sumanioji Kielé Kamilé, kad
nusikalteliy seifas buty sékmingai atidarytas?

(A) 3150 (B) 4500 (C) 5400 (D) 7200 (E) teisingas atsakymas
yra kitas skaicius.

Sis uzdavinys yra paimtas i§ masinio Italijos mokiniy konkurso.

Greitai suskaiciuoti ne visada labai paprasta

Ainoras nori parinkti savo seifui 5 skaitmeny kombinacija tokiu budu, kad ta kombi-
nacija buty 5-zenklis skaicius, kuris dalinasi i$ 3 ir iS kurio pirmuyjy keturiy is kairés
esanciy skaitmeny du skaitmenys buty lyginiai ir du nelyginiai.

Tokiy 5-zenkliy skaitmeny kombinacijy i viso yra:

(A) 2552 (B) 2°-52.32% (C) 2°-5%-3% (D) 52- 3% (E) 210.5.3.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 59, 2018, 20-26.



26 R. Kasuba
Literatura

[1] Italian Mathematical Contests 2005-2006. Unione Matematica Italiana, Scuola Normale
Superiore Pisa, 2006, 14 pp.

[2] R. Kasuba. From the lifetime xperience of a seasoned math educator — thoughts, hopes,
views and impressions. In Competitions for Young Matematicians, Perspective from Five
Continents, ICME 13, Springer, 2017, ISBN 978-3-319-56584-2, pp. 271-302.

[3] Zadachi minskoj gorodskoj matematicheskoj olimpiady mladshikh shkolnikov 2005-2012,
Belorusskaya associacia ,,Konkurs“, Minskas, 2012, ISBN 987-985-557-138-5, 302 pp.

[4] Zadachi belorusskikh matematicheskikh olimpiad, gody 2012-2013 i 2015-201/. Belorus-
skaya associacia ,,Konkurs“, Minskas, 2014, ISBN, 978-985-557-075-3, 368 pp.

SUMMARY

Instructive problems of medium difficulty in math enviroments of Lithuania
R. Kosuba

In the paper an attempt to represent some not too easy and in the same time not difficult, accessible,
useful and challenging problems used in Lithuanian math events, as well as in training high-scool
and University students, is undertaken.

Keywords: Metaphoricalness of problem formulations, their digital attractiveness, emotional suggesti-
veness of natural conditions, psychological steps of solution, heuristic strategies and levels of compre-
hending.
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