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Santrauka. Straipsnyje nagriné¢jami keli 2018 m. Lietuvos mokiniy ir Vilniaus Universi-
teto Matematikos ir informatikos fakulteto matematikos olimpiady uzdaviniai. Lyginami ju
sprendimo budai, pateikiama patarimuy, naudingy sprendziant sunkesnius uzdavinius.

Raktiniai zodziai: olimpiados, uzdaviniy sprendimas, lygciu sistemos, pirminiai skaiciai, sekos.

Sklandziai vyko Vilniaus Universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto olim-
piada (2018 03 17) ir Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada (Kursénai, 2018 04 20).
Organizatoriams pavyko taip parinkti uzdavinius, kad neisspresty uzdaviniy nebuvo
(taip atsitinka anaiptol ne visada), o sunkiausius uzdavinius iSsprendé tik nugale-
tojai. Olimpiadose paaiskéjo pretendentai atstovauti Lietuvai Pasaulinéje mokiniy
matematikos olimpiadoje IMO liepos ménesj Rumunijoje.

Panagrinékime keleta jdomiy uzdaviniy is abiejy olimpiady.

1. Lietuvos olimpiada, 11-12 klasés. Realieji skaiciai ay,as,...,aigo tenkina
tokias sqlygas:

a) Kam lygi didZiausia galima a3 + a3 + - - + a’gg reiksmé?
b) Raskite visus skaiciy rinkinius (a1,as,, ..., a100), su kuriais ji igyjama.

Sprendimas. Pirmas budas (tai oficialus sprendimas i [1], kur galima rasti visus
Lietuvos olimpiados uzdavinius). Pazymékime ay; = x. Tada z < a1 < 100 — =
(vadinasi, 0 < x < 50) ir a; < x su kiekvienu 7 = 3,4,...,100. Naudodamiesi
nelygybémis a? < za; su kiekvienu i = 3,4, ...,100, gauname

aj+aj+--+aly < w(az +asg+ -+ aio) < 100z.

Be to,
a3 + a3 < (100 — x)* 4+ 2% = 10000 + 22 — 200z.
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Vadinasi,

S =a?+ai+a3+---+aly, < 10000+ 22% — 200z + 100z
= 10000 + 22% — 100z = 10000 — 2(50 — z).

Kadangi 0 < 2 < 50, tai 22(50 — z) > 0. Vadinasi, S < 10000.

Reiksme 10000 kvadraty suma S jgyja tada ir tik tada, kai 22(50 — z) = 0,
a; = 100 — z, a? = za; (¢ia i = 3,...,100) ir ag + ag + -+ + a0 = 100 (i salyga
reikalinga tik tuo atveju, kai x # 0).

Turime du atvejus: z = 0 ir x = 50. Pirmuoju atveju, x = 0, gauname a; = 100,
ay =x =01iras = a4 = --- = ajpo0 = 0. Matome, kad visos reikalingos lygybés
galioja. (Lygybé as + a4 + -+ 4+ a100 = 100 ¢ia nereikalinga, nes 2z = 0.) Vadinasi,
reiksme 10000 kvadraty suma S jgyti gali.

Antruoju atveju, x = 50, gauname a; = ay = 50, a? = 50a; (i = 3,...,100)
ir ag + a4 + -+ + ajo0 = 100. Vadinasi, a; € {0,50} su kiekvienu ¢ = 3,...,100.
Kadangi a3 > a4 > -+ > ai100, kiekvienas i§ Siy skaic¢iy yra lygus arba 50, arba 0,

0 ju visy suma yra lygi 100, tai vienintelis toks jmanomas rinkinys yra as = a4 = 50,
(15:(16:"':(1100:0.

Atsakymas. a) 10000; b) a3 = 100, az = a3 = -+ = a100 = 0 ir a1 = a2 = ag =
a4:50,a5:a6:~~-:a100:0.

Antras budas. Pirmas budas — tai nuslifuotas sprendimas, surasytas kuo glaus-
¢iau, ir sunku buvo tikétis, kad juo uzdavinj iSspres olimpiadininkai. Antras bu-
das Zymiai vaizdesnis, ir butent juo uzdavinj sprendé olimpiados dalyviai. Pagrindi-
né budo idéja — pradéjus nuo bet kurios sekos transformuoti ja taip, kad visy 100
sekos nariy kvadraty suma buty kuo didesné. Imkime bet kuria uzdavinio saly-
gas tenkinancia seka (ai,as | as,aq,...,a100). Pazymékime a; +as = A < 100,
as + ag + -+ 4+ ajp0 = B < 100. Jeigu A < 100, tai pirmuosius du narius galima
padidinti, padauginus juos i$ %. Tada jy suma taps lygi A - % =100, a? + a3 (taigi
ir visa kvadraty suma) padidés, seka taip pat tenkins uzdavinio salygas su A = 100.
Toliau laikykime, kad A = 100.

Pazymékime naujosios sekos antraji narj as = x, tada a3 = 100 — z. Kadangi
a1 = ao, tai 100 —x > 2, 0 < =z < 50. Jeigu z = 0, tai vienintelé uzdavinio
salygas tenkinanti seka bus (100,0 | 0,0,...,0). Jos nariy kvadraty suma lygi 1002
Teskokime tokiy seky, kad kvadraty suma buty nemazesné, kai 0 < z < 50. Imkime
seka (100 — z,z | as,a4,...,a100), tenkinanéia uzdavinio salygas, taigi x > as >
ag = -+ = ajpo. Stenkimés as, ayq,...,a100 transformuoti taip, kad pradiniai nariai
tapty kiek jmanoma didesni. Pavyzdziui, jeigu x > a3, o aigo > 0, tai ag galima
padidinti nario ajgo saskaita. Tada jeigu x — as > a100, tai as didiname iki ag + a100,
0 aigpo — maziname iki nulio. Nariy az ir ajgo suma (as + aig9) + 0 lieka ta pati,
o ju kvadraty suma padidéja: (ag + ai00)? + 0% > a? + a?y,. Naujoji seka taip pat
tenkina uzdavinio salyga: antras narys ne mazesnis uz trecia, nes as+ai00 < . Jeigu
x — asz < aigp, tal ag didiname iki x, o a19p maziname iki a190 — (z — a3). Treiojo
ir Simtojo nariy suma x + a190 — (x — ag) = as + a1gp nepakito, o kvadraty suma
padidéjo: 22 + (a100 — = + a3)? = 22 + a2y + 22 + a3 — 2za100 + 2a3a100 — 2203 =
a% 4+ a?yy +2z(x — aio0) — 2a3(x — a100) = a3 + atgg + 2(x — a100)(x — az) > aj + a3y,
nes x > as. Naujoji seka taip pat tenkina uzdavinio salygas.
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Taigi po tokios operacijos arba vienetu padidéja lygiu = nariy skaic¢ius, arba
vienetu padidéja nuliy skaicius (tiksliau sakant, maziausiai vienetu padidéja iksuy
ir nuliy bendras skaicius). Sia operacija kartojame, imdami pirma nari, mazesnj
uz x, ir paskutinj narj, didesnj uz 0, kol jmanoma. Po baigtinio zingsniy skai-
¢iaus visi nariai, pradedant treciuoju, virs iksais arba nuliais, iSskyrus nebent vie-
na (kuriam nebeatsiras poros). Kitaip sakant, seka atrodys taip: (100 — z, 2 |

x,,...,x,7,0,...,0), kur 0 < r < x. Zinoma, joje gali nebebuti iksy ar nu-
li: (100 — «,« | 0,0,...,0) arba (100 — 2,z | 7,0,0,...,0) arba (100 — =,z |
x,x,,...,x)arba (100 —z,2 | z,x,...,x,r). Sekos nariy, pradedant tre¢iuoju, suma

r4+x+---+x+r=Bkr+r=DB,kur k = %. Apskaic¢iuojame kvadraty suma:
a3+ +atyy =2+t + a2 +r? = ka?+r? = (ka+r)x—rx+r? = Bo—r(z—r).
(Butent ¢ia slypi pirmojo ir antrojo budo skirtumas: ¢ia suma tiesiog suskaic¢iavome, o
ten ja ivertinome: a%+---+a?yy < zasz+- - +zaig = x(az+---+aig) = zB). Vadi-
nasi, transformuotosios sekos visy kvadraty suma lygi (100—2)2 422+ Bz —r(z—71) =
(100—2)%+2%+1002— (100 — B)x —7r(z—r) = 100% —22(50 — ) — (100 — B)z —r(z—7).
Jau buvome nustate, kad jeigu # = 0, tai kvadraty suma lygi 1002. Dabar ma-
tome, kad kai B < 100, 0 < 2 < 50, kvadraty suma visuomet mazesné uz 1002,
isskyrus atveji « = 50, B = 100, r = 0, k- 50 +r = 100, k = 2, t.y. seka bus
(50,50 | 50,50,0,0,...,0). Taigi didziausia kvadraty suma yra 1002, ir ja igyja dvi
sekos: (0,010,0,...,0) ir (50,50 | 50,50,0,0,...,0).

2. VU olimpiada, 11-12 klasés. Naturalieji skaiciai p,x,y tenkina lygtis:
p+1 =222 p%>+1 = 2y% Nustatykite visas galimas skaiciaus p reiksmes, jei Zinoma,
kad $is skaicius pirminis.

Sprendimas. Pirmas budas (tai oficialus sprendimas i§ [2], kur galima rasti visus
VU olimpiados uzdavinius). Kadangi p? +1 > p+ 1, tai y > x. Atimkime viena lygti
i$ kitos: p? —p = 2(z + y)(y — x). Tada 2(x + y)(y — x) dalijasi i3 p. Jei p = 2, tai
222 = p+ 1 = 3 néra lyginis skaic¢ius. Todél p # 2, ir vienas i§ naturaliyjy skaiciy
y — x bei z 4+ y dalijasi i$ pirminio p.

Pirmuoju atveju y —x > p. Tadiau tada x+y > pir 2(z+y)(y—z) > 2p* > p> —p.
Todél x + y dalijasi i8 p. Jei z +y > 2p, tai y > 2p: 2 =pir p? + 1 = 2y? > 2p°.
Todél x + y < 2p, ir lieka vienintelé galimybé: = + y = p.

Todél p> —p=2(y—2)p, y—r =L 0de =2((z+y) — (y—2)) =p+1 =222
Vadinasi, z = 2, p+ 1 = 222 = 8 ir p = 7. Galime rasti ir y = 5. Sprendinys p = 7,
x = 2, y = 5 tenkina uzdavinio salyga.

Atsakymas. p= 1.

Antras budas. Nepulkime i$ karto ,spresti®, o pasiziurékime, ka reiskia uzdavinio
salyga maziems p. Kai p = 2, pirma lygtis virsta 3 = 222, taigi lygéiy sistema
sprendiniy neturi. Kai p = 3, tai ji virsta 4 = 222, t.y. 22 = 2, taigi vél sveikyjy
sprendiniy neturi. Kai p = 5, tai 6 = 222, t.y. 22 = 3 sprendiniy neturi. Kaip =7,
tai sistema virsta 8 = 222, 50 = 2y?, taigi turi sprendinj x = 2, y = 5, p = 7. Kai
p = 11, pirma lygtis virsta 12 = 222, t.y. 22 = 6, ir vél sprendiniy néra.

Radome sprendinj — jis ne karta pravers sprendziant. Negana to, dabar mes galime
uzdavinj spresti laikydami, pavyzdziui, kad p > 13. Beje, galvoje kirba mintis, kad
jau atspéjome atsakyma.
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Pirmame bude remiantis lygybe 2(x+y)(y —x) = p(p—1) i8 pradziy buvo jrodyta,
kad z +y dalijasi is p, o tada — kad x4y = p. Pasirodo, kad Sia lygybe galima jrodyti
i karto. Sudedame abi lygtis: 222 + 2y? = p? 4+ p + 2. Kadangi 22 + y? > 22y, tai

Py F 2y <pPHp+2, (@+y)?<pPH2p+l-(p-1) < (p+1)>%

Todél x +y < p+ 1, o tai reiskia x +y < p. Jeigux +y < p, tai y —x < p, ir lygybeés
kairé pusé nesidalija iS p. Vadinasi, x + y = p. Gavome trijy lygciy sistema

p+1=222
p?+1=2y%
T+y=p,

i$ kurios lengvai randame p. I$ pirmos lygties p = 222 —1, tada i tre¢iosios y = p—z =
222 —1—ux, ir gautas iSraiskas jstatome j antraja lygti: (222—1)2+1 = 2[(22%2—1)—2]?,
(222 —1)2+1=2(22% —1)? —4x(22% — 1) + 222, (22> —1)? —4z(22° — 1) + 222 -1 = 0.
Dalijame i§ 222 —1 > 0: 222 —1—42+1 =0, 222 =42, 2 = 2. Taigip=222—-1=7,
y=p—x=7—2=05.

Trecias budas. Jdomiausia, kad galima jrodyti nelygybe z +y < p (p > 7). I8

pirmos lygties x = %, i$ antros y = ’722—"’1, ir reikia jrodyti, kad
p+1 \/ p?+1
<Dp.
% 2 VT <P
Atskiriame radikalus, keliame kvadratu ir sutvarkome: % <p-— p—;rl, p?+p>

2p\/2(p+ 1), p+1>22(p+1), (p+1)2>8(p+1),p+1>8 p>T1.

Galima apsieiti ir be kélimo kvadratu. Nelygybe perrasome taip:

1+1+ 1+1 <1
2p  2p? 2 2p? ’

Kadangi kairé pusé mazéja intervale [7,00) ir lygi vienetui, kai p = 7, tai nelygybe
irodyta (pasidziaukime — veél pritiko reiksmeé p = 7). Toliau jau kartojames: kadangi
T +y < p, tai lygybés p?> —p = 2(x +y)(y — ) desiné pusé nesidalija i3 p, — priestara.
Vadinasi, musy uzdavinys sprendiniy neturi, kai p > 7. Lieka patikrinti pirminius
2.3,5,7.

3. Lietuvos olimpiada, 9-10 klasés. Raskite visus realiyjy skaiciy trejetus
(x,y,2), tenkinancius lygciy sistemg

20 =3z + 2xy + v, (1)
20 +y+ 32+ 62z =0, (2)
3z =2z +y + 3yz. (3)

Sprendimas. Pirmas budas. (Oficialus sprendimas i$ [1].) Pazyméje X = 2z,
Y = —y ir Z = 3%z, gauname tokia lyg¢iy sistema:
XY=Z-X-Y,
XZ=Y-X-2, (4)
YZ=X-Y—-Z.
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Atéme i$ pirmos lygties antraja, gauname X (Y — 7Z) = —2(Y — Z). Vadinasi, Y = Z
arba X = —2. ISnagrinékime abu atvejus.

Tegul Y = Z. Is antrosios lygties gauname XY = — X, todél X =0 arbay = —1.
Nagrinékime atvejj X = 0. Kadangi ¥ = Z, i$ treciosios lygties isplaukia, kad
Y2 = -2V, taigi Y = Z = —2 atha Y = Z = 0. Abu sprendiniai (X,Y,Z) =
(0,—2,—-2) ir (0,0,0) tenkina (4) lygéiy sistema. Kadangi (x,y,z) = (%,fY,g),
tai duotosios lygéiy sistemos atitinkami sprendiniai yra (0,2, 7%) ir (0,0,0). Kitu
atveju, kai Y = —1ir Z =Y = —1, is treciosios lygties gauname 1 = X + 2, taigi
X = —1. Akivaizdu, kad sprendinys (X,Y,Z) = (—1,—1,—1) tenkina (4) lygciu
sistema. Atitinkamas duotosios lygciy sistemos sprendinys (z,y, z) yra (—%, -1, —%)

Lieka iSnagrinéti atveji X = 2. IS pirmosios lygties iSplaukia lygybé Y + Z = —2,
o tuomet is treciosios - Y Z = —2—Y -7 = —2+4+2 = 0. Vadinasi, Y =0 arba Z =0 ir
atitinkamai Z = —2—Y = —2 arba Y = —2. Abu sprendiniai (X,Y, Z) = (-2,0,—2)
ir (—2,—2,0) tenkina (4) lygéiu sistema. Juos atitinkantys duotosios lygéiu sistemos
sprendiniai yra (—1,0, %) ir (—1,2,0).

Atsakymas. (z,y,z) = (0,0,0),(0,2,—32), (—4,1,-3),(—1,0,—%),(~1,2,0).
Antras budas. Mokykloje retai sprendziamos trijy lygéiy sistemos su trimis ne-
zinomaisiais. Bet sprendziant dviejy lygciy sistema labai daznas budas — issireiksti
vieng kintamajj kitu. Stai ir ¢ia toks biidas visiskai geras. Matome, kad paprasciausia

y iSsireiksti is (2) lygties:
y=—2x— 3z — 6zz. (5)

Istate Sia y iSraiska j (1) ir (3) lygtis, gauname dvieju lygéiy sistema su dviem nezi-
nomaisiais:
2x = 3z — 2x(2x + 3z + 6xz) — 20 — 3z — Gz z,
{32 =22 — 22 — 3z — 62z = 32(2x + 3z + 622),

arba sutvarkius
x(Brz+x+32+1)=0,
z(6xz + 4z + 3z +2) = 0.

Sia sistema galima spresti jvairiai, bet geriausia pastebéti, kad reiskinj 3zz +x+32+1
galima isskaidyti, 3z(z+1)+2z+1 = (x+1)(3z+1). Taigi uztenka nagrinéti 3 atvejus:
A)z=0,B)z=-10C)z=—1.

A) atveju z = 0, antra lygtis virsta z(3z 4 2) = 0, taigi z = 0 arba z = —2. I3 (5)
lygties tada y = 0 arba y = 2. Gauname sprendinius (0,0, 0) ir(0, 2, 7%)

B) atveju x = —1, antra lygtis virsta z(SZ +2) =0, todél z =0 arba z = —%, ir

<

gaunarie sprendinius (=1,2,0) ir (=1,0,—-2).
C) atveju z = —z, antra lygtis virsta 2:c +1=0,tadaz = %, y = 1, ir gauname
sprendinj (— é, 1,- 1).

Trecias budas. Spresdami pirmu budu, faktiskai is (1) lygties atémeéme (2) lygti.
Pasirodo, kad musy sistema tokia dékinga spresti, kad lygtis galima ir sudéti. Sudéje
(1) ir (3) lygtis, gauname y(2 + 2z + 3z) = 0. Jeigu y = 0, tai (1) ir (2) lygtys duoda
sistema

20 = 3z
2x¢ + 3z 4+ 6xz = 0.
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Istate © = %z i jos antra lygti, gauname 6z 4+ 922 = 0, t.y. 2 = 0 arba z = —%, taigi
sprendinius (0,0,0) ir(—1,0,0). Jeiguy #0, tai 2+ 2x+32=0, 2 = —1— %z Istate
Sig iSraiska j (1) ir (2) lygtis, turime —2 — 3z =3z — (24 32)y+vy, —2—3z+y+ 3z —
3(2+3z)z =0, arba
y—6z+3yz—2=0,
{y6292220.

I§ ¢a 3yz + 922 = 0. Jeigu z = 0, tai y = 2, x = —1 ir turime sprendinj (—1,2,0).
Jeigu z #£ 0, tai z = —%y, tada y2 —3y+2=0,irarthay =1, z = —%, arba
y=2 2= —%, x = 0, taigi radome sprendinius (—%, 1, —%), (0,2, —%)

_ 1
.’I]——a,

Ketvirtas budas. Visuose ankstesniuose biiduose mus trikdé nulinés nezinomujy
reiksmeés. Todél verta jas i$ karto isskirti. Jei z = 0, turime sistema

3z4+y=0,
y+32=0,
3z =y + 3yz.

Kadangi y = —3z, tai 3z = —3z — 922, 322 + 22 = 0, ir arba z = 0, tada y = 0, taigi
turime sprendinj (0, 0,0), arba z = —%, tada y = 2, taigi sprendinys (0, 2, —%)
Jei y = 0, turime sistema

2x = 3z,
20+ 32+ 6z =0,
3z =2z,
todél 62 +922 = 0, ir arba z = 0, = 0, y = 0 (3 sprendinj jau turime), arba z = —%,

tada @ = —1, ir sprendinys (—1,0, —%)
Jei z = 0, tai turime sistema

20 =22y + vy,
20 +y =0,
20 +y = 0.

Kadangi y = —2x, tai i§ pirmos lygties 42 = —422, v = 0 arba 2 = —1. Kai x = 0,
gauname jau tureta sprendinj (0,0,0), o jei = —1, tai y = 2, ir sprendinys (—1,2,0).

Turime keturis sprendinius (0, 0,0), (0,2, —%), (—1,0, —%), (—1,2,0) ir zinome,
kad kity sprendiniy (jeigu ju yra) né viena komponenté nelygi nuliui. Sudékime (2)
ir (3) lygtis: 6z + 6xz = 3yz. Bet z # 0, todél 2 + 22 = y. Sudékime (1) ir (3)
lygtis: 0 = 2zy + 2y + 3yz. Bet y # 0, todél 2x + 2 4+ 3z = 0. Vadinasi, patogu y ir z
iSsireiksti iksu: y = 2z + 2, z = f%z - % Istatykime Sias iSraiskas, pavyzdziui, i (1)
lygti: 20 = —22 — 2+ 2222 + 2) + 22 + 2, 222 + 2 = 0. Bet x # 0, taigi z = — 3

2’
tada y = 1, 2 = —=. Gavome penktajj sprendinj (—%, 1,—-1).

1
3 3
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SUMMARY
On Lithuanian mathematical olympiads
J.J.Macys, J.Susinskas

Some problems of Lithuanian school mathematical olympiad 2018 and Vilnius University mathe-
matical olympiad 2018 are considered. Different methods of solution are compared. Some useful
common advices for solving mathematical problems are given.
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