LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS ISSN 0132-2818
Lietuvos matematiky draugijos darbai, ser. B www.mii.lt/LMR/
59 t., 2018, 61-66

Racionalieji kuboidai ir Herono trikampiai

Edmundas Mazétis'?, Grigorijus Melni¢enko?

' Vilniaus Universitetas
Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius
2 Vytauto DidZiojo universitetas
K. Donelaicio g. 58, LT-44248 Kaunas

E. pastas: edmundas.mazetis@mif.vu.lt, gmelnicenko@gmail.com

Santrauka. Straipsnyje nagrinéjama iki siol neiSspresta racionaliyjy kuboidy egzistavimo
problema. Gauti siai problemai ekvivalentus teiginiai, suvedantys ja i Herono trikampiy,
kuriy krastiniy ilgiai yra sveikyjy skaic¢iy kvadratai ir kurie tenkina kitas papildomas saly-
gas, egzistavima. Taip pat gauti Eulerio plytu rysiai su Herono trikampiais, tenkinanciais
papildomas salygas.

Raktiniai Zodziai: Herono trikampis, racionalusis kuboidas, tobulasis kuboidas, Eulerio plyta.

1 Ivadas

Autoriy darbuose [3, 4] nagrinéjami Herono trikampiai. Siame straipsnyje nagrinéjami
Herono trikampiai, kuriy krastiniy ilgiai yra sveikyju skaic¢iy kvadratai.

Pasirodo, kad tokiy Herono trikampiy, esant papildomai salygai, kad jy pusiau-
kampiniy ilgiai yra racionalieji skaiciai, egzistavimas susijes su iki Siol neiSspresta
problema [1], — racionaliyju kuboidy egzistavimu (1 teorema). Darbe jrodyta, kad
trikampiy, kuriy krastiniy ilgiai a, b, ¢, pusperimetrio p ir atkarpup —a, p—b, p—c¢
ilgiai yra sveikyjuy skaic¢iy kvadratai, egzistavimas irgi susijes su racionaliyjy kuboidy
egzistavimu (1 teorema), be to, tokie trikampiai yra Herono trikampiai.

Darbe taip pat nagrin¢jami trikampiai (Herono ir ne), kuriy triju arba dvieju
krastiniy ilgiai yra racionaliyjy skaic¢iy kvadratai ir $iy trikampiy rysys su Eulerio
plyta ir beveik tobulaisiais kuboidais.

Nagrinéjamy temuy deéstymas atliekamas tik elementariosios matematikos meto-
dais, todel autoriy nuomone, tokie tyrinéjimai gali buti gera medziaga jvairiems pro-
jektiniams darbams su matematikai gabiais mokiniais.

2 Racionalusis kuboidas

Racionaliuoju kuboidu vadinamas toks stac¢iakampis gretasienis, kurio septyniy pag-
rindiniy atkarpuy (triju briauny z, y, z, triju sieny jstrizainiuy «, 3, v ir gretasienio
istrizainés p) ilgiai — racionalieji skaic¢iai. IS apibrézimo seka, kad racionaliojo kuboido
atkarpuy ilgiai yra lygciy sistemos

a? = 2% 442, B2 =2 4 22, n? =22+ a2, ot =a? +y? 2 (1)

racionalieji sprendiniai.
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Racionaliujy kuboidy egzistavimo klausimas neiSsprestas iki Siol [1]. Ivada j Sia
problema galima rasti [6, 7] darbuose. Cia racionalusis kuboidas su septyniomis pag-
rindinémis atkarpomis, kuriy ilgiai yra sveikieji skaiciai, vadinamas tobuluoju ku-
boidu. Toliau mes taip pat vartosime §j termina. Staciakampj gretasienj, kurio Sesiy
pagrindiniy atkarpy ilgiai is septyniy yra sveikieji skaiciai, vadinsime beveik tobuluoju
kuboidu.

3 Racionalusis kuboidas ir Herono trikampiai
Priminsime Herono trikampiy apibrézima.

1 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy a, b, c ilgiai ir plotas S yra sveikieji skai-
¢iai, vadinamas Herono trikampiu.

[2] darbe Luca jrodeé, kad tobulojo kuboido egzistavimas yra ekvivalentus trikam-
pio, kurio krastiniy ilgiai yra sveikyju skaiciy kvadratai, o pusiaukampiniy ilgiai yra
sveikieji skaiciai, egzistavimui. Mes jrodysime kita, bet panasy teiginj.

1 teorema. Sie teiginiai yra ekvivalentiis:

a) egzistuoja racionalusis kuboidas;

b) egzistuoja tobulasis kuboidas;

¢) egzistuoja trikampis, kurio visy krastiniy ilgiai a, b, ¢, pusperimetrio ilgis p
ir atkarpy p —a, p — b, p — ¢ (atkarpy, kurios jungia trikampio virsunes su taskais,
kuriuose gbréztas i trikampj apskritimas liecia jo krastines) ilgiai yra sveikyjy skaiciy
kvadratai (papildomai i§ ¢ia isplavkia, kad sis trikampis yra Herono trikampis);

d) egzistuoja trikampis, kuriy krastiniy ilgiai ir pusperimetris yra sveikyjy skai-
¢y kvadratai, o jo pusiaukampiniy ilgiai — racionalieji skaiciai (papildomai i§ cia
isplaukia, kad Sis trikampis yra Herono trikampis);

e) egzistuoja trikampis, kuriy krastiniy ilgiai ir pusperimetris yra sveikyjy skaiciy
kvadratai, o atkarpy nuo trikampio virsuniy iki jbrézto § trikampy apskritimo centro
ilgiai — racionalieji skaiciai (papildomai i§ cia isplavkia, kad Sis trikampis yra Herono
trikampis).

Irodymas. a) < b) Irodymas yra akivaizdus, skaitytojas ji gali lengvai jrodyti sava-
rankiskai.
b) = a) Sakykime, kad egzistuoja tobulasis kuboidas, t.y., egzistuoja (1) lygciy
sistemos sveikieji sprendiniai. Pazymékime
a=2"+y*>=a b=y’ +2° =3, c=z2+a* =1
Patikriname, kad skaiciams a, b, ¢ yra teisingos trikampio nelygybés. IS tikruyjuy
a+b=a?+ 1y’ + 2 +22 =2+ 22+ 22 =c+ 2y > ¢,
atce=a+y + 22422 =y + 22+ 222 = b+ 222 > b,
bte=vy?+22+22 422 =y +22 + 222 =a+ 222 > a.

Taigi egzistuoja trikampis, kurio krastiniy ilgiai yra sveikyju skaiciy kvadratai.
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1 pav.

Sakykime, kad p = (a + b+ b)/2 — Sio trikampio pusperimetris, tuomet teisingos
lygybeés

p=w*+y*+22=p*  p-a=2, p-b=2 p-c=y’

Taigi egzistuoja trikampis, kurio krastiniy ilgiai a, b, ¢, pusperimetrio p ilgis ir atkarpy
p—a, p—0b, p—cilgiai yra sveikuyju skaiciy kvadratai (1 pav.).

¢) = b) Sakykime, kad egzistuoja trikampis, kurio visy krastiniy ilgiai a, b, c,
pusperimetrio ilgis p ir atkarpu p — a, p — b, p — c ilgiai yra sveikyju skaiciy kvadratai
(1 pav.) Pazymékime p—a = 2%, p — b= 22, p — c = y? ir p = p?. Akivaizdu, kad
p = 22 +y? + 22 = p?. Taigi tobulasis kuboidas egzistuoja. Kadangi skai¢ius pafS~y
yra sveikasis, tai iS Herono formulés

S=1pp—a)p—b)p—c) (2)

seka, kad sis trikampis yra Herono trikampis.

¢) = d) Sakykime, kad egzistuoja trikampis, kurio visy krastiniy ilgiai a, b, ¢,
pusperimetrio ilgis p ir atkarpy p —a, p — b, p — c ilgiai yra sveikyjy skaiciy kvadratai.
Pazymékime a = a2, b=8%c=~%p=p?, p—a=22p—b=22 p—c=1y> Kaip
Zinoma [5], trikampio pusiaukampiniy ilgiai isreiskiami lygybémis

} ~ 2y/bep(p —a) 172 cap(p —b) 172 abp(p — ¢)
Lot Ve ) 2o g

b+c ’ c+a ’ a+b

IS ¢ia iSplaukia, kad

_ 2Bypz I = 2vapz - 2a8py

T b4’ c+a’ a+b’

Taigi egzistuoja trikampis, kuriy krastiniy ilgiai yra sveikuyju skaic¢iy kvadratai, o
pusiaukampiniy ilgiai yra racionalieji skai¢iai. Papildomai i§ (2) lygybeés seka, kad Sis
trikampis yra Herono trikampis.

d) = ¢) Sakykime, kad egzistuoja trikampis, kuriy krastiniy ilgiai a, b, ¢ ir pu-
sperimetris p yra sveikyju skaiciy kvadratai, o pusiaukampiniy ilgiai yra racionalieji
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skai¢iai. Pazymékime a = o2, b = %, ¢ = +%, p = p?. Kadangi trikampio pu-
siaukampiniy ilgiai iSreiskiami (3) lygybémis, tai lengvai patikriname, kad teisingos
lygybés

(la(b+ c))?

p-a=-—r—" p—b=

(lo(c+a))? (le(a +b))?
4bep 4dcap '

’ pme= 4abp

IS ¢ia gauname, kad

Taigi trikampyje atkarpy p — a, p — b, p — c ilgiai yra racionaliyjy skaic¢iy kvadratai.

Is (4) lygybeés isplaukia, kad padauginus skai¢ius p —a, p—b, p—cir p, a, b, ¢
is atitinkamo daugiklio (racionaliyju skaic¢iy p — a, p — b, p — ¢ bendrojo vardiklio),
gauname, kad c) salygu tenkinantis trikampis egzistuoja. Papildomai i§ Herono for-
mulés (2) isplaukia, kad Sio trikampio plotas yra sveikasis skaicius, t.y. jis yra Herono
trikampis.

¢) & e) Skaitytojas gali ji jrodyti savarankiskai, nes jrodymas panasus j jrodyma
taciau vietoj (3) formuliy reikia taikyti atstumuy nuo jbrézto i trikampj apskritimo
centro O iki trikampio virsuniy formules [5].

40 — bc(pfa)7 BO — ca(pfb), o — ab(p—c).

p p p

4 Eulerio plytos ir trikampiai, kuriy krastiniy ilgiai
yra sveikyju skaiciy kvadratai

Eulerio plyta vadinamas staciakampis gretasienis, kurio visy briauny ilgiai yra svei-
kieji skaiiai, o visy sienu istrizainiy ilgiai yra sveikieji skaiciai [9, 10]. Tai reiskia,
kad Eulerio plytos jstrizainés ilgis nebutinai yra sveikasis skai¢ius. [9, 10] darbuose
nurodyta, kad pacios maziausios Eulerio plytos briauns ilgiai yra lygus 44, 117 ir 240,
o0 jos sieny jstrizainiy ilgiai lygts 125, 244 ir 267. Sj fakta nustaté XVII-XVIII a.
vokieciy matematikas P. Halcke.

Analogiskai kaip ir jrodéme 1 teorema, galima jrodyti ir tokia teorema:

2 teorema. FEulerio plytos istrizainiy kvadratai yra lygus trikampio, kurio krastiniy
ilgiai a, b, c ir atkarpy p—a, p—>b, p— c igiai yra sveikyjy skaiciy kvadratai, krastiniy
ilgiams.

Maziausiai Eulerio plytai atitinka trikampis, kurio krastiniy a, b, ¢ ir atkarpy
p—a, p—>b, p—cilgiai lygis a = 1252, b = 2442, ¢ = 267, p—a = 44>, p — b = 1172,
p — ¢ = 240%. Daugiau Eulerio plyty, pvz., galima rasti [10] darbe, kiekvienai Eulerio
plytai nurodytas atitinkantis jam trikampis, kurio krastiniy ilgiai a, b, ¢ ir atkar-
pup—a, p—>b, p— cilgiai yra sveikyjy skaic¢iy kvadratai. Kadangi Eulerio plytos
istrizainé nebutinai yra sveikojo skaiciaus kvadratas, tai Eulerio plytoms atitinkan-
tys trikampiai néra Herono trikampiai. Pvz., maziausiai Eiulerio plytai atitinkancio
trikampio pusperimetris lygus p = 73225, o pagal (2) lygybe surastas plotas lygus
S = 30888000+/2929.
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Herono trikampiy, kuriy dviejy krastiniy ir pusperimetrio ilgiai yra sveikyju skai-
¢iy kvadratai, pavyzdziy yra [8] darbe, pvz., trikampis, kuriame a = 172, b = 282,
c=975,p=23228=94080irp—b=22=240,p—c=y> =T*, p—a = 2> = 735.
Bet tokiuose trikampiuose atkarpy p—a, p—0b, p— c ilgiai nebutinai yra sveikuyjy skai-
¢iy kvadratai ir siems Herono trikampiams pagal 2 teorema néra atitinkanciy Eulerio
plyty. Taciau yra Herono trikampiy, kuriy dviejy krastiniy ilgiai, pusperimetrio ilgis
ir atkarpy p — a, p — b, p — c ilgiai yra sveikyjy skaic¢iy kvadratai. Juos atitinka
beveik tobulieji kuboidai. Pvz., Herono trikampiui a = 1852, b = 6802, ¢ = 474993,
p = 6972, S = 7452926208, p — b =22 = 1042, p—c = y? = 1532, p —a = 22 = 6722
atitinka beveik tobulasis kuboidas [10].

Atsizvelgiant | 1 teoremos c) salyga galima kelti klausima, ar egzistuoja Hero-
no trikampis, kurio krastiniy ilgiai yra sveikyju skaic¢iy kvadratai. Atsakymas yra
teigiamas, pvz., trikampis, kurio a = 18532, b = 43802, ¢ = 44272, p = 21108169,
S = 32918611718880 [8], yra Herono trikampis, bet jo pusperimetrio ilgis p ir atkar-
pu p — a, p — b ilgiai néra sveikyjy skaiciy kvadratai. Todél Siam trikampiui pagal
2 teorema néra atitinkancios Eulerio plytos.

Atsizvelgiant | 1 teoremos d) salyga galima kelti dar tokj klausima, ar egzistuoja
Herono trikampis, kurio pusiaukampiniy ilgiai yra racionalieji skai¢iai ir nors vienos
krastinés ilgis yra sveikojo skaic¢iaus kvadratas. Atsakymas yra teigiamas, pvz., tri-
kampis, kurio a = 84, b = 125, ¢ = 132, p = 189, S = 5040 yra Herono trikampis,
kuriame pagal (3) formules I, = 975/7, I, = 26208/253, I. = 12600/209. Taciau jo
pusperimetrio ilgis p ir atkarpy p — b, p — ¢ ilgiai néra sveikyju skaic¢iy kvadratai.
Todél siam trikampiui pagal 2 teorema néra atitinkanc¢ios Eulerio plytos.
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SUMMARY

Rational cuboids and Geron triangles
E. Mazétis, G. Melnichenko

The problem of existence of rational cuboids is considered in the article. Equivalent statements of
this problem are obtained which lead to the existence of Heron’s triangles whose lengths are integral
squares and satisfy other additional conditions. Also, the connections between Euler bricks and the
Heron triangles are obtained, which correspond to additional conditions.

Keywords: Heronian triangles, rational cuboid, perfect cuboid, Euler brick.
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