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Santrauka. Geometrijos uzdaviniai yra svarbi mastymo, vaizduoteés ir kity vertingy kom-
petencijy ugdymo priemoné, bet jy sprendimas net ir gabiausiems mokiniams bei studentams
sukelia nemazai sunkumy. Néra kazkokiy bendry metoduy, kurie padéty iSspresti kiekvieng
arba beveik kiekviena geometrijos uzdavinj. Straipsnio autoriai dalijasi savo ilgamete pa-
tirtimi apie geometriniy uzdaviniy sprendimo budus, kai iSmintingai sprendziant sunkus
uzdaviniai staiga tampa ne tokie sunkus.

Raktiniai Zodziai: geometrijos uzdaviniai, uzdaviniy sprendimo prieinamumas, sprendimo strate-

gija ir uzdavinio platesnis kontekstas.

Kas yra tie vadinamieji pafilosofavimai sprendziant geometrijos uzdavinius. Kas
yra tas vadinamasis pafilosofavimas apskritai? Juk apie filosofija yra prirasytos ir
dabar dar yra teberasomos iStisos knygos. Buvo toks laikas, kai ir pati matematika
apskritai buvo vadinama matematika be formuliy.

Pacia kasdieniskiausia prasme pafilosofavimas buty tokios netrivialios mintys, ku-
rios iSkyla kazka darant, kurios yra susijusios su tuo, kas yra daroma ir kurios gali biiti
vertingos susidurus su kazkokiais kitais panasias uzdaviniais. Galima buty sakyti, kad
tai yra ,apibendrinta“ patirtis.

Kartais toji vadinamoji apibendrinta patirtis uzrasyta zodziais atrodo taip pa-
prastai, kad ne is karto ja galétume pripazinti kokiu nors iSminties krisleliu. Bet
neskubékime spresti kategoriskai, o prisiminkime tai, kad ir Dirichle principas pa-
prasciausiais atvejais regisi tokiu teiginiu, uz kurj sunku bent isgalvoti ka nors labiau
kasdienisko — jus tik paklausykite zodziy apie tai, jog jeigu ant dvieju Saky noksta trys
obuoliai, tai ant vienos kurios nors sakos noksta tikrai daugiau negu vienas obuolys.
Jeigu Jus pasakytuméte, jog tai akivaizdu, tai Jus butuméte teistus.

Taciau dalyko akivaizdumas visai nepriestarauja jo efektyvumui arba jo pritaiky-
mo spektro platumui. Kazkiek panasiai yra ir su pafilosofavimais apie geometrijos
uzdaviniy sprendimo filosofija. Sunku buty ka nors iki Sirdies gelmiy nustebinti pata-
rimu arba pafilosofavimu apie tai, kas darytina susidurus su geometriniu uzdaviniu.
Juk visi zino, kad tada pirmiausiai patartina buty pasidaryti brézinj — kas per uzda-
vinys, jeigu jam net brézinys nereikalingas. O kas yra brézinys?

© 2019 Authors. Published by Vilnius University Press

This is an Open Access article distributed under the terms of the Creative Commons Attribution
Licence, which permits unrestricted use, distribution, and reproduction in any medium, provided
the original author and source are credited.


https://doi.org/10.15388/LMR.B.2019.15230
mailto:Romualdas.kasuba@mif.vu.lt, edmundas.mazetis@mif.vu.lt
https://www.vu.lt/leidyba/en/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Apie lengous pafilosofavimus sprendZiant dar lengvesnius geometrijos uzdavinius 21

Brézinys sprendziant uzdavinj yra ,viskas® ir todél jo svarba sprendziant geomet-
rijos uzdavinj nedaug nusileidzia nuotakos vestuviy suknelés grazybei per vestuves.
Nuo brézinio kylama i uzdavinio gelmes®. Turime uzdavinj, pasidaréme brézinj ir
tada, kaip yra pries daugeli mety teke girdéti i jzymiojo Latvijos matematiko ir
matematikos Svietéjo Agnio Andzanso, pirmiausiai reikia i ji atidziai jsiziureéti.

Pasakyti atidziai jsiziuréti yra abstraktu ir Jus galétumeéte (ir turétumeéte) pa-
klausti, ka tai galéty konkreciai reiksti arba j ka pirmiausiai ,ziuréti“?

Sakysime, jus turite brézinj. Brézinyje jus esate pasizyméje kazkiek tasky, nusi-
bréze atkarpy, jame atsiranda trikampiy, kartais net ir keturkampiy, apskritimy —
o pasitaiko ir sudétingesniy dariniy.

Taigi buvo patarta turint kokia nors atkarpa, sakykime, atkarpa AB ,prie” progos
pasvarstyti, gal tame brézinyje yra ir kity tasky, atstumas tarp kuriy irgi yra toks
pats, kaip ir atstumas AB.

Panasiai buvo patarta elgtis ir turint kampa A BC — tada buvo patarta pasvarstyti,
ar musy sudarytame uzdavinio modelyje — brézinyje — yra dar ir kitas (ar ir dar kitas)
tokio paties didumo kampas.

Panasiai yra ir su brézinyje esanciais trikampiais ar ju plotais.

Toliau turint brézinj — panasiai kaip ir turint kokia teorija — labai svarbu yra ja
plétoti. Kas buty brézinio plétoté? Elementariausias uzdavinio plétotés elementas yra
pasirinkti kokius nors du taskus ir sujungti juos atkarpa — paprastai sakant — atsakyti i
klausima, kokia atkarpa pirmiausiai vertéty iSvesti musy turimame brézinyje. Atskiru
atveju galima dar pratesti kokia nors jau turima atkarpa.

Norétume pakartoti, jog tuo ka cia pasakéme, sunku nustebinti, bet patikékite,
kad tai neretai yra pagrindiné uzdavinio sékmingo sprendimo prielaida.

Pasiziurékime, kaip musy iSsakytos mintys veikia praktikoje, nagrinédami nesun-
kius geometrijos uzdavinius [1, 2, 3].

Imkime bet kokj staciakamp; ABCD ir jo krastinése
CD ir AD atitinkamai pazyméje bet kokius taskus E ir ' p C
(1 pav.). Staciakampio viduje turime du vienodo ploto (ko-
dél?) trikampius ABE ir BOF. Sie trikampiai staciakampj
ABCD suskaido § 8 sritis — 6 S jy yra trikampiai, o kitos 2
— keturkampiai (Ziurékite 1 pav.) A r D

IS ty 8 daugiokampiy 3 (du trikampiai ir keturkampis)
yra tokie, kuriy nedengia nei vienas is paminétyjy trikam-
piy ABE ir BCF. Kokio ketvirtojo skaidinio daugiakampio plotq galétume suzinoti
zinodami ty trijy trikampiais ABE ir BCF nedengty sriciy plotus?

Uzdavinys jau is karto yra prieinamas tvarkingam spren-
déjui, arba tokiam, kuris atidziai perskaité uzdavinio salyga
ir suprato, kad kiekvienas trikampis ABFE ir BCF sudaro
puse pradinio sta¢iakampio ABCD ploto — todél ju plotai
yra lygus. {\

Todeél tvarkingai surase kad tada ty trikampiy ploty su- -
ma yra lygi viso staciakampio plotui gautume, kad tu triju
trikampiais nedengty ploty suma yra lygi antrojo dvigubai
dengtojo skaidinio keturkampio plotui. 2 pav.

Petriukas sprendé aritmetikos uZdaving sqsiuvinyje stam-
biais langeliais, kuriy krastinés ilgis yra 1 cm ir, rasydamas parkeriu, paliko rasalo
déme, kurios plotas yra didesnis negu 1 kvadratinis centimetras (Ziurékite 2 pav.).

1 pav.
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Kaip galima buty jj jtikinti tuo, kad jo paliktoje rasalo déméje tikrai rasis du tokie
taskai, atstumas tarp kuriy yra lygiai 1 cm.

Irodymui gana buty sukarpyti déme langeliais ir ,sustumti“ viska j viena lange-
li. Jeigu tai, kas sustumta, neturi bendry tasky, tai tas kertasi su paskelbta tiesa
apie bendra uz 1 kvadratinj centimetra didesnj tos démés plota, o jeigu sustumtieji
fragmentai kertasi, tai tada taip tokie du paieskomi taskai ir atsiranda.

Tai yra labai panasu j labai gerai girdéta zinoma ir grazy galvosukj apie tai, jog
zinodami, kad juros ir vandenynai yra uzlieje daugiau negu puse zemés pavirsiaus,
galime biuiti tikri, jog galima pradurti Zeme per jos centra taip, kad abu galai ,,isljsty
vandenin”.

Mintis kelianciy geometriniy uzdaviniy galima rasti ir Siy

mety Lietuvos pradiniy klasiy mokiniy olimpiadoje. Stai ket-

virtokams buvo pasiulytas toks is penkiy vienody mazy stacia-

kampiy sudétas dideli staciakampis (Ziurékite 3 pav.).
Matydami, kaip tas didelis staciakampis yra sudétas is ty

mazy vienody staciakampiy ir Zinodams to didzZiojo staciakam-
pio perimetrg 224, ar galétume kaip nors suzinoti to mazojo
staciakampio plotg?

Jeigu susikarpytume kokj nors mazaji staciakampj i ,,ilgius“ ir ,plocius®, tai ne-
truktume sumoti, kad iskloti kelia aplink gautajj didjji staciakampj reikéty lygiai 4
tokiy ,ilgiu® ir vél taip pat lygiai 4 ,plociu*. Vadinasi, du ilgiai ir du plodiai (o tai
vieno mazojo staciakampio perimetras) yra 224.

Dar kitas zvilgsnis i pateikta konstrukcija nesa mintj, kad ¢ia ilgis yra trys plociai.
Todél apeiti aplink mazajj staciakampj buty tiek pat kaip sukarti 8 ,,ploc¢ius®. Todél
vienas ,plotis” yra 224 : 8 = 28, o tada vienas ilgis — 28 - 3 = 84 ir ieSkomasis plotas
28 - 84 = 2352.

Dar jdomesnis paprastam pasamprotavimui buvo ketvirtokams skirtas geometrinis
uzdavinys, kuriame daugiakampis buvo sudétas is vieno mazesnio, kito didesnio sta-
ciakampiy ir dar dviejy kvadraty kaip parodyta brézZinyje (4a pav.). Pasakyti kvadraty
matmenys, pasakytas visos figuros perimetras, parodyta, kaip visa yra sudéta ir reikia
suzinoti didesniojo staciakampio perimetrg.

Nesunku pastebéti, jog mazaji kvadrata iStrynus, daugiakampio perimetras likty
koks buves ir viskas pasidaryty gerokai paprasciau. Jeigu dabar nutrintume dar ir
didjji kvadrata kartu su mazuoju staciakampiu (4b pav.), tai dabar jau telikty tik tas
didesnysis staciakampis, o figuros perimetras sumazéty

3 pav.

2(5+ 8) = 26

4 pav.
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vienetais ir buty
73 — 26 = 47.

Dar pateiktume keleta uzdaviniy, kuriuos labai verta pameéginti iSspresti nenugrimz-
tant j sudétingus samprotavimus.

Vienas i$ jy yra uzdavinys apie kvadrato krastine, kuris su-
jungtas su vienos kvadrato krastinés AB galo taskais sudaro su D C
ja du penkiolikos laipsniy, kampus. Klausiama, kokj kampg suda-
ro atkarpos, jungiancios tq taskq su priesinga kvadrato krastine

CD — Ziurékite brézing (5 pav.). P
Sekanciuose paveikslélivose (6 pav.) vaizduojamas apskriti-

mas yra padalintas 5 12 lygiy lanky ir gauta jvairiy sriciy, s kuriy B A

vienos yra patamsintos, o kitos — ne. Visais pateiktais atvejais 5 pav.

mums rupt patamsinty ir nepatamsinty sriciy ploty santykis.

Dar keletas uzdaviniy is jvairiy mety Kenguiros konkurso, kuriy sprendimas remiasi
ploty savybémis.

Keturkampio ABCD krastiniy AB, BC', CD ir CD wvidurio taskai yra M, N, P ir
R, taskas S yra atkarpos PR vidurio takas. Reikia rasti kurig dalj duotojo keturkampio
ploto sudaro trikampio MNS plotas.

Sis uzdavinys irgi remiasi ploty savybémis. Atkarpos MN ir PR yra atitinkamai
trikampiu ABC ir ACD vidurinés linijos (7 pav.), todél trikampiy MBN ir PRD
plotai atitinkamai lygus trikampiy ABC ir ACD ploty ketvirtadaliui. Taigi Siy tri-
kampiy ploty suma yra lygi duotojo keturkampio ploto ketvirtadaliui. Lygiai taip pat
gauname, kad trikampiy AMR ir NCP ploty suma lygi ketvirtadaliui keturkampio
ploto. Taigi lygiagretainio MNPR plotas lygus pusei keturkampio ABCD ploto. Sio
lygiagretainio ir trikampio MNS krastinés MN ir i jas nubréztos aukstines SH yra
tos pacios atkarpos, taigi trikampio MNS plotas sudaro puse lygiagretainio MNPR
ploto, t.y. ketvirtadalj keturkampio ABCD ploto.

Dar vienas panasus uzdavinys: Kvadratas ABCD sudarytas is vidinio mazojo kvad-
rato ir keturiy vienody staciakampiy (8 pav.). Kiekvieno staciakampio perimetras
lygus 40. Reikia rasti kvadrato ABCD plotg.

7 pav. 8 pav.
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B c B

9 pav. 10 pav.

Spresti galima sudarant lygtis, bet paprasciausias sprendimas yra pastebéti, kad
kvadrato ABCD krastiné sudaryta i$ vienos didesnés ir vienos mazesnés staciakampio
krastinés. Todél sio kvadrato krastiné lygi 20, o tai reiskia, kad jo plotas yra 400.

Dabar panagrinékime kiek kitokius geometrinius uzdavinius, kuriy sprendimas
irgi yra pilnai jkandamas sumanesniam sprendéjui, jei jis atidziai jsiziuri i brézinj ir
pastebi tai, ko galbut iS pirmo Zvilgsnio ir nesimato.

Kvadrato ABCD widuje yra toks taskas F', kad AF = 4, BF = 3, AFB = 90°.
Rasime j kokio ilgio atkarpas tiesé BF dalija kvadrato krastine CD.

Sj uzdavinj nesunkiai isprendziame, sudarydami lygti, bet tai néra jdomu. Zymiai
lengvesnis kelias yra pasinaudoti A. Anzanso patarimu ir paieskoti panasiyjy trikam-
piu. Jei taske E susikerta tiesés CD ir BF (9 pav.), tai ZABF = 90° — ZEBC =
ZCEB, taigi statieji trikampiai AFB ir BCE yra panasieji, todél g—g = gg, EC =
3,75, ED = 1,25.

Sesiakampio ABCDEF ijstrizainés AD, BE ir CF susikerta viename taske T.
Trikampiy ABT, BCT, CDT, DET, EFT plotai atitinkamai lygus 1, 2, 3, 4, 5.
Rasime trikampio AFT plotg.

Tinkamai padare brézinj (10 pav.), jame matome tris kryzminiy kampu poras:
ATB ir ETD, BTC ir ETF, CTD ir ATF. Is cia seka, kad trikampiy, paimty kas
antras, ploty Sandaugos yra vienodos. Taigi ieSkomasis plotas lygus 12345 = 185

Trikampio ABC krastinéje BC yra taskas D, o krastinés AC tesinyje uz tasko A
yra taskas E tokie, kad AC = CD =1, CE = CB = 4. Tiesés AB ir ED susikerta
taske F. Reikia rasti, kurig trikampio ABC ploto dqli sudaro keturkampio AFDC
plotas.

Pradedame spresi nuo lygiy trikampiy ieskojimo
(11 pav.) ir i$ karto pastebime, kad AABC = ADEC. C
Bet tai dar ne viskas, nes lygiy trikampiy yra ir daugiau. D
Kadangi ZCAB = ZCDE, tai ir ju gretutiniai kam- A
pai lygus /BDF = /FAF. Kadangi AEF = BD = 3, F B
/BDF = /FAF, /EBD = /AEF, tai ABDF =
ANAEF, todél DF = FA ir turime dar du lygius trikam-
pius AACF = ADCF. Kadangi CA : AE =1 : 3, tai E
trikampio CAF plotas yra 3 kartus mazesnis uz trikam- 11 pav.
pio AFE plota, O tai reiskia, kad keturkampio AFDC
ploto ir trikampio AFFE ploto santykis yra lygus 2 : 3. Taigi atsakymas yra %

Kvadrato ABCD krastiné lygi 2, jo isoréje nubréztas kvadratas MNPQ, kurio vir-
Sunés M ir N yra krastinéje AB. Tiesés AQ ir BP susikerta taske S (12 pav.). Reikia
rasti trikampio ASB dalies, kurios nedengia kvadratas MNPQ, plotq.

Sio uzdavinio sprendimui padeda panasieji trikampiai ASB ir QSP, kuriy panasu-
mo koeficientas lygus jy krastiniy santykiui, t.y. lygus 2. IS ¢ia seka, kad taskai P ir

http://www.zurnalai.vu.lt/LMR
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D A
A
M 0
S
N
P
C B C D B
12 pav. 13 pav.

Q@ yra trikampio ABS krastiniy vidurio taskai, atkarpa P@Q yra to trikampio viduriné
linija, todél sio trikampio aukstiné lygi 2. Taigi trikampio ABS plotas lygus 2, o jo
ir kvadrato MNPQ ploty skirtumas lygus 1.

Yra daug graziy geometriniy uzdaviniy, kiekvienas savaip supranta ju grozj. Au-
toriams labai patiko toks geometrijos uzdavinys, kuris i§ pazitiros atrodo sunkokai
sprendziamas, bet gerai pagalvojus, jo sprendimas yra aiskus ir suprantamas kiekvie-
nam.

Trikampio ABC aukstiniy sankirtos taskas H, atkarpos AB ir CH yra lygios.
Rasime kampo ACB didumg.

Sakykime, kad atkarpa AD yra trikampio aukstiné (13 pav.). Uzdavinio sprendi-
mo raktas yra staciyju trikampiy DHC ir DBA, turinc¢iy lygias jzambines CH = AB
ir lygius smailivosius kampus Z/DCH = ZDAB = 90° — ZABC, lygybé. IS jos seka,
kad AD = DC, t.y. statusis trikampis ADC lygiaSonis, todél ZACB = 45°.

Keturkampio ABCD jstrizainé BD (14 pav.) yra kampo
ABC pusiaukampiné, AC = BC, /BDC = 80°, ZACB = B
20°. Rasime kampo BAD didumgq.

Uzdavinio sprendimui galime taikyti panasuma ir surasti
ieskomaji kampa, bet jdomiau yra pritaikyti dar viena filo-
sofing geometrijos uzdaviniy sprendimo mintj — jei yra bent D
keturi taskai, tai gal kurie nors keturi is jy yra viename ap-
skritime. Pagal uzdavinio salyga nesunkiai gauname, kad
/ZCAB = ZABC =80° = LCDB, ZABD = /ZDBC = 40°. Taigi taskai A, B, C, D
yra viename apskritime, ZCAD = ZCBD = 40°, todél /BAD = /BAC + ZCAD =
80° 4 40° = 120°.

Befilosofuojant apie geometrijos uzdavinius nejmanoma neaptikti svarbaus apskri-
tai visoje matematikoje Dirichle principo, kitaip tariant, sveiko proto principo. Sio
principo yra daug jvairiy formuluociy, bet visy juy esmé yra ta, kad déliojant n rutuliy
i m déziy, jei tik m < n, nors vienoje dézéje bus bent du rutuliai. Pateikime pora sio
principo taikymo geometrijoje pavyzdziy.

Reikia rasti maziausiq kvadratg, kuriame tilpty penki vienetiniai kvadratéliai, netu-
rintys bendry vidiniy tasky, kuriy krastinés lygiagrecios duotojo kvadrato krastinéms.

Truputj pasibandzius tampa aisku, kad kvadrato su krastinés ilgiu lygiu 3 vidu-
je telpa net 9 vienetiniai kvadratéliai, tenkinantys uzdavinio salyga. Tam uztenka
kiekviena kvadrato krastine padalinti | tris lygias dalis. Taigi, kadangi telpa 9 kvad-
ratéliai, tai iS ju parenkame bet kuriuos 5. Dabar bandykime siek tiek sumazinti
kvadrato krastine ir dviem vertikaliomis atkarpomis padalijame kvadrata j 3 vieno-
das vertikalias juostas. Kadangi juosty plotis mazesnis uz 1, tai bet kuris vienetinis
kvadratas kirs bent vieng is dviejy vertikaliy atkarpy. Kadangi vertikalios atkarpos
yra dvi, o kvadraty — penki, tai atsiras vertikali atkarpa, kuri kerta bent tris vieneti-

14 pav.
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nius kvadratus. O tuomet Sios atkarpos ilgis negali buti mazesnis uz vieneta. Gautoji
priestara rodo, kad sumazinti kvadrato krastinés negalima.

Jei daugiakampio krastiniy skaicius yra lyginis, tai atsiras bent viena jstriZainé,
kuri néra lygiagreti su jokia daugiakampio krastine.

Aisku, pries taikant Dirichle principa, butina §j bei ta paskaic¢iuoti. Visy pirma,
daugiakampis, turintis 2n vir$iiniy, turi N = 12n(2n — 3) — 2n? — 3n jstrizainiy, nes
kiekviena i$ virsuniy jungiama su trimis mazesniu virsuniy skaic¢iumi, o taip skaiciuo-
jant, kiekviena jstrizainé j bendrg skaic¢iy patenka du kartus. Kadangi is kiekvienos
daugiakampio virsunés gali iSeiti ne daugiau nei viena jstrizaine, lygiagreti su kuria
nors viena fiksuota krastine, tai lygiagreciy su viena pasirinkta krastine yra daugiau-
sia n — 2 jdtrizainés. Taigi jistrizainiy lygiagreciy su kuria nors viena krastine yra
ne daugiau, nei M = 2n(n — 2) = 2n? — 4n. Akivaizdu, kad M < N, taigi atsiras
istrizainé, kuri néra lygiagreti su jokia daugiakampio krastine.

O dabar truputj sunkesnis uzdavinys, bet geriau jsiziuréjus, jame irgi nieko ypac
sudétingo néra.

Atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukrastiné, ZADB = 45°, ZACB = 30°.
Rasime kampg BAD.

Spresti pradedame nubrézdami trikampio ABC

auksStine BK (15 pav.). Kadangi staciojo trikampio B

izambineés vidurio taskas D yra apie ji apibrézto ap-

skritimo centras, tai KD = DC = DB. IS staciojo D
trikampio BKC randame, kad ZK BC = 60°. Lygia-

Sonis trikampis BKD, turintis 60° kampa, yra lygia- A4~ o c

krastis, todél i$ ¢ia lengvai randame, kad ZADK =
/BDK—/ADB =15°, /AKD = /AKB+/BKD =
150°, ZKAD = 180°—ZAKD—/ADK = 15° = ZADK, taigi trikampis AKD lygiaso-
nis, AK = KD = KB, trikampis AKB yra statusis ir lygiasonis, todél Z/BAK = 45°,
o ieskomasis kampas /BAD = /BAK — ZKAD = 30°.

15 pav.

Isvados

1. Geometrijos uzdaviniuose tvarkingo ir uzdavinio salyga atitinkancio brézinio nu-
braizymas ir jo papildymas yra viena svarbiausiy uzdavinio issprendimo salygy.

2. Straipsnio autoriai mano jtikine skaitytoja savo teiginiy teisingumu ir jtikina-
mumau.

3. Straipsnyje issakytus teiginius reikia plétoti ir kurybiskai panaudoti — bet tai
jau priklauso ir nuo straipsnio skaitytoju.
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SUMMARY

About simple philosophy of solving even simpler yet interesting geometry
problems
R. Kasuba, E. Mazétis

Geometry problems are important for training of the mind, imagination and other highly valuable
human abilities, however, dealing with geometry tasks is remarkably difficult even for the brightest
students. There do not exist, as it seems, universal methods enabling one to solve all or even most of
geometry problems. The authors share their life-long experience about some methods of approaching
problems, which, when done properly, make some difficult problems not so difficult.

Keywords: geometry problems, accessibility of geometry problems, the strategy of solution and the
extended background of the task.
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