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Santrauka. Nagrinéjama sudétinga dviejy lygéiy sistema. Sprendziant palie¢iama visa
aukstesniyjy laipsniy lygéiy teorija. Aptariami panasiy uzdaviniy sprendimo budai.
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2019 mety Lietuvos mokiniy matematikos olimpiada jvyko Klaipédoje kovo 23 die-
ng. Olimpiados uzdavinius ir ju sprendimus galima rasti [1].

Siame straipsnyje nagrinéjamas sunkiausias olimpiados uzdavinys, kurj sprendé
11-12 klasiy mokiniai. Jj iSspresti pavyko vos dviem dalyviams, ir tai visiskai ati-
tiko vertinimo komisijos prognozes, kad uzdavinys padés nustatyti nugalétojus ir ju
pasirengimo lygi. Stai tas uzdavinys.

Duota lygciy sistema

2? —xy* +2+2=0, (1)
2y — %y — lda = 0. (2)

a) Nurodykite bent vieng jos sprendinj.
b) Raskite visus jos sprendinius.

Spresdami uzdavinj, susiduriame su aukstesniyjy laipsniu (treciojo, ketvirtojo ir
auksStesniy) lygtimis. Straipsnyje pateikiama jvairiausiy uzdavinio sprendimo buduy, ir
i$ esmeés aptariama visa aukstesniyju laipsniy lygciy teorija (placiau ji isdéstyta [2]).

Pirmas budas. Pradékime nuo paties mokiniskiausio budo: i$ vienos lygties kurj
nors kintamajj issireikskime kitu, o gauta israiska jstatykime j kita lygti.
Matome, kad paprasciausia i (2) lygties ygreka iSsireiksti iksu:

y(2 — ac2) = 14z.
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Kad jstatant y nebiity trupmeny, (1) lygti i karto dauginame i§ (2 — 22)%:

(22 +2+2)(2—-2°)° —a?(2-2%)° =0,
(22 +2+2)(2—2%)° — 2 - 1962° = 0.
Sutvarke turime lygti
25 + 2% — 22% — 2002° — 42 + 42+ 8 =0. (3)

Lygtis neturi racionaliyjy sprendiniy, ir iSskaidyti ja nelengva. Todél atidékime ja
kuriam laikui.

Antras budas. Naturaliai kyla mintis pabandyti iksg iSsireiksti ygreku. Deja, abi
lygtys (1) ir (2) kvadratinés = atzvilgiu, taigi jas sprendziant atsiras radikaly, o juos
naikinant reikés kelti kvadratu, ir lygti gausime dar aukstesnio laipsnio. Bet iseitj
rasti paprasta: i§ (1) lygties 2% iSsireiskiame iksais ir ygrekais ir jstatome j (2) lygti,
— démeny su 22 nebebus, ir galésime issireiksti x:

x2:xy2—x—2,

2y — (nyfx—Q)yflélsc:O,
z(y® —y+14) = 4y. (4)

Dabar galima rasti ikso iSraiska ygrekais ir statyti ja, pavyzdziui, i (1) lygti. Bet
vél galima iSvengti trupmeny, padauginus (4) lygti is (y° — y + 14)%:

2 (P —y+14)" + (1= )y’ —y+14) () —y+ 14) +2(s° —y +14)" =0,
16y +4y(1— %) (y° —y + 14) +2(4* -y +14)° =0,
8y + (v° —y+14) (2y — 2y° +4° —y +14) =0,
8y> — (v’ —y+14)(v* —y — 14) =0,
8y — (1° —y)” +14% =0, (5)
S — 2t — Ty — 196 = 0.

Pazyméje y? = z, turime treciojo laipsnio lygti
23— 222 —72—196 = 0.

Visa kubiniy lygéiu sprendimo teorija iSdéstyta [2], bet ¢ia jos neprireiks. Ieskome
racionaliyjy sprendiniy (jie butinai sveikieji). Kadangi 196 = 22 - 72, tai, nagrinédami
sio skaiciaus daliklius, greitai aptinkame sprendinj z = 7, o tada kaire puse iSskaidome,
isskirdami daugiklj z — 7:

23 =222 — 72— 196 = 2° — 72° + 52° — 352+ 282 — 728
=222 —T)+52(2—7)+28(2 = 7)
= (2 —T7)(z* 4+ 52 +28).
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Lygtis 22 4+ 5z + 28 = 0 sprendiniy neturi, nes diskriminantas neigiamas, taigi z = 7.
Griztame prie ygreko: y2 =7, y = £/7.

Dabar galima imti y = /7 ir i§ (4) lygties rasti z, tada ta patj padaryti su
y = —/7. Bet kadangi y?> mums patogesnis uz y, tai (4) lygti dauginame i y, o 3>
kei¢iame j 7:

z(y* — v + 14y) = 47,
x(49 — 7+ 14y) = 28,
(42 + 14y) = 28,
z(3+y) =2
Veél mums kairéje puséje patogesnis 32, todel daugimane abi puses i§ 3 — y:
(9 —7)=2(3—-y),
r=3—y.

Dabar jau aisku: kai y = /7, tai = 3 — /7, o kai y = —/7, tai x = 3+ /7. Abu
sprendiniai tinka.

Atsakymas. Du sprendiniai: (3 — /7;v/7), (3 +V7; V7).

Trecias budas. Eliminuoti z galima kitaip. (1) lygti dauginame is y:

2y —xy’ +ay + 2y =0,
2y — 2%y — 142 = 0.

Sudéjus vel isnyksta 22, ir galima iSsireiksti x:
dy — zy® — 14z = 0, z(y37y+14):4y.
Atémus — taip pat:
222y — xy® + xy + 14z = 0, 20y —y> +y+ 14 =0.
Suvienodiname gautose lygtyse koeficientus prie x:
2zy(y3 —y+ 14) = 8y2,
2ay(y® —y+14) = (v* —y —14) (y* —y + 14).
Vadinasi,
8y° = (y° —y — 14) (v* —y + 14),
8y” = (v° — y)2 — 142
Bet tai faktiskai jau turéta (5) lygtis! ISspreskime dabar ja kitaip.
Dalykime ja i§ 32 (dalyti galima, nes nei z, nei y nelygiis 0: jeigu z = 0, (1) lygtis
tampa 2 = 0, — priestara; jeigu y = 0, tai i$ (2) lygties © = 0, — priestara):
(1)~ 5 =8 (6)
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Jeigu 0 < 32 < 1, tai kairé pusé mazesné uz 1 — 142 < 0. Jeigu y? > 1, tai y°
didéjant, kairé pusé didéja (nuo —142 iki +oc). Vadinasi, lygtis y? atzvilgiu turi
vienintelj sprendinj. Jj nesunku apéiuopti: (y> —1)2 > 8, 3% — 1> V8, 4> > V8 +1,
y? > 3. Kai y? = 6, tai kairé pusé (6 —1)2 — % =25— 93—8 dar neigiama, o kai y? = 7,
tai (7-1)° — £ =36 -4.7=8.

Taigi y> = 7, o toliau kaip antrame biide. Beje, sprendiniy galima netikrinti
isitikinus, kad spresdami sistema ja pertvarkéme ekvivalenciai. Bet néra sunku juos
patikrinti ir tiesiogiai. Pavyzdziui, jei x = 3 — /7, y = /7, tai (1) ir (2) lygtys virsta
lygybeémis:

2 —xyitat2=a(z -y +1)+2=3-VNB-VT-T+1)+2
=B-V)(-3-VT)+2=—-B-VT)(B3+V7) +2
=—(9-7+2=0,

2y —x(ry +14) =27 — (3 = VT)(3VT+7) =2V7T - VI3 - VT)(3 + V7)
=2V7-2V7=0.

Ketvirtas budas. Nebloga ir mintis atskirti kintamuosius — palikti ygrekus kairéje,
o iksus nuvaryti i desine. Taigi (1) lygti dalijame i$ z, o (2) — i§ zy:

2
y2—1:.’1]+5, (7)
14 2
S ®)

y €T

Dabar atsikratyti iksy visai paprasta: keliame abi lygtis kvadratu ir atimame viena
is kitos:

Vel gavome (6) lygti. Butent toks sprendimo budas pateiktas [1].
Atsikratyti iksu galima ir kitaip: sudéje (7) ir (8) lygtis, turime

14 4
ol — =, 9)
y X
0 atéme —
14
yi—1—-— =21. (10)
Yy

Sudaugine paskutines dvi lygtis, vél gauname (6) lygti. Ir jau visiskai tas pats spren-
dimo budas — issireiksti x i§ bet kurios i$ (9) ar (10) lygciy ir istatyti i kita. Tai
nestebina: ir antro, ir trecio, ir ketvirto budy esmé — iksy eliminavimas. Beje, aisku,
kad (1) lygti dalyti i$ 2, o (2) i$ xy — tai beveik tas pat, kas (1) lygti dauginti is y,
o (2) palikti ta pacia: juk < : iy =y: 1.

Ir vél pirmas budas. Prisiminkime, kad reikia iSspresti lygti
25 + 2% — 22* — 2002 — 42* + 42+ 8 = 0. (3)
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Pagrindiné algebros teorema realiesiems skaiciams formuluojama taip:

Kiekvieng n-tojo laipsnio polinomg galima isskaidyti j tiesiniy ir kvadratiniy poli-
nomy, sandaugq.

Tai reiskia, kad kiekvienas n-tojo (n > 2) polinomas dalijasi is kvadratinio poli-
nomo. Beje, iSskaidyti treCiojo ir ketvirtojo laipsnio polinomus nesunku (zr. [2]), ir
yra net formulés, kaip tai padaryti. O Stai penktojo, Sestojo ar aukstesniy laipsniy
polinomy skaidymo formuliy ar algoritmy néra, ir lieka tik viltis, kad padaryti tai
imanoma ir be formuliy (juk ne Siaip sau duodamas toks uzdavinys). Taigi tikimes,
kad (3) polinoma (neapibréztyju koeficienty metodu) pavyks isskaidyti i antrojo ir
ketvirtojo laipsnio polinomy sandauga:

25 + 2% — 22t — 20023 — 4% + 42+ 8
= (m2+ax+p)(x4+bx3+cx2+dx+q).
Atskliaude desine puse ir sulyging koeficientus prie atitinkamy « laipsniy, turime:

a+b=1,
c+ab+p=-2,
d+ ac+ pb = —200,
q+ ad+ pc = —4,
aq + pd =4,
pq = 8.

Pradékime nuo pq = 8. Reikéty iSnagrinéti visas sveikasias reikSmes p = +1, +2+
4,+£8. Bet 6-tojo laipsnio polinoma galima iSskaidyti j tris kvadratinius trinarius, o ju
visi trys laisvieji nariai negali buti neigiami (ju sandauga lygi 8). Todél galime imti
trinarj su teigiamuoju laisvuoju nariu, ir nagrinéti reikés tik p = 1,2,4,8.

Imkime p = 1, tada ¢ = 8, ir (11) sistema virsta

a+b=1,
c+ab= -3,
d+ac+ b= —-200,
ad + pc = —12,
8a+d=4.

Isitikinti, kad ji neturi sveikyjy sprendiniy, paprasta: i penktos lygties matome, kad
d dalijasi iS 4, tada is ketvirtos lygties aisku, kad c dalijasi iS 4, i$ trecios lygties
turime, kad b dalijasi i$ 4, ir antra lygtis priestaringa — kairé pusé dalijasi is 4, o
desiné — ne.

Imkime p = 2, tada ¢ = 4, ir (11) sistema virsta

a+b=1,
c+ab=—4,
d+ ac+ 2b = —200,
ad 4 2c = =8,
da + 2d = 4.
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IS jos turime b =1 —q, tada ¢ = =4 —ab = —4 —a + a?, d = 2 — 2a, ir i§ tredios
lygties 2 — 2a + a(—4 — a + a®) +2 — 2a = —200, t. y. a® — a? — 8a = —204,
a(a® —a —8) = —2%2.3.17. Cia a = £1, £2, £3 moduliu aiskiai per mazi, o a = —6
tinka, nes 36 +6 — 8 =2 - 17.

Taigi a = —6, b="7, ¢ = 38, d = 14, ir (3) polinomas iSskaidytas:

25 + 2% — 22% — 20023 — 42% + 4z + 8
= (2% 4 62 + 2) (2" + T2® + 3827 + 14z + 4).

Lygtis
2+ 723+ 3822 + 14 +4=0

sprendiniy neturi, nes jos kairéje puséje esantis polinomas visiems z teigiamas:
zt +72% +132% + 252° + 1o + 4 = 2° (2% + Tz + 13) + (252” + 14z + 4),

ir abiejy kvadratiniy trinariy diskriminantai neigiami, 72 —4-13 < 0, 142 —4-25-4 =
4(7? —100) < 0. Taigi lieka i3spresti lygti

22— 6x+2=0.

Jos sprendiniai = 3 £ /7.

Kai z = 3+ /7, tai i$ (2) lygties y(2 — 22) = 14z, bet kadangi 2> = 6z — 2, tai
y(4—61x) = 14z, y(2—37) = T, y(2—9—3V7) = T(34+V7), y(=T—3V7) = 7(3+V/7),
—VTWVT+3) =13+ V7), y = —VT.

Kai z = 3 — /7, tai panagiai randame y = /7.

Sprendiniai (3 4 v/7; —v/7) ir (3 — v/7;/7) surasti.

Baigiant keli zodziai apie uzdavinio formuluote. Gali kilti klausimas, kam uzduotis
suskaidyta i dvi dalis — a) rasti viena sprendinj ir b) rasti visus sprendinius. Juk
faktiskai jeigu jau randame viena sprendinj, tai randame ir kitg. Atsakymas j §j
klausima paprastas: jeigu dalyvis per neapsiziuréjima buty pametes viena sprendinj
(pavyzdziui, traukdamas Saknj ar tikrindamas sprendinius), tai vis tiek jis buty gaves
uz uzdavinj beveik visus taskus — 5 ar 6 is 7 galimuy.
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SUMMARY
Equations of higher orders
J.J. Macys

A complicated system of two equations with two variables is considered. The theory of equations of
higher orders required for solution is given. Many different methods of solution are indicated.
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