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Santrauka. Siame darbe autoriai tesia ry$iy tarp racionaliyjy kuboidy egzistavimo prob-
lemos ir Herono trikampiy nagrinéjima. [rodoma, kad racionaliyjy kuboidy egzistavimas yra
ekvivalentus staciakampio tetraedro, kurio krastiniy ilgiai yra racionalieji skaiciai, o pagrin-
das racionalusis Herono trikampis, egzistavimui.

Darbe pateikiami staciakampiy tetraedry, kuriy visy briauny ilgiai yra sveikieji skaiciai,
o pagrindo plotas yra iracionalusis skaicius, pavyzdziai, o taip pat staciakampiy tetraedry,
kuriy visy briauny prie pagrindinés virsunés ilgiai yra sveikieji skaiciai, pagrindo plotas yra
sveikasis skaicius, bet viena pagrindo briauna yra iracionalusis skaicius, pavyzdys.

Raktiniai Zodziai: staciakampis tetraedras, Herono trikampis, racionalusis kuboidas, tobulasis ku-

boidas, Eulerio plyta.

1 Ivadas

Autoriai [2] darbe nagrinéjo Herono trikampiu rysj su kol kas neiSspresta racionaliujy
kuboidy egzistavimo problema. Siame darbe toliau nagrinéjami ie rysiai. Nustatyta,
kad racionaliyjy kuboidy egzistavimas yra ekvivalentus stac¢iakampio tetraedro, ku-
rio visos briaunos prie pagrindinés virsunés yra racionalieji skaiciai, o pagrindas yra
racionalusis Herono trikampis, egzistavimui. Nagrinéjimui autoriai taiko tik elemen-
tariosios algebros ir geometrijos faktus, todél tokie tyrinéjimai gali buti gera medziaga
ivairiems projektiniams darbams su matematikai gabiais mokiniais.

2 Racionalieji kuboidai ir racionalieji staciakampiai tetraedrai

Primename, kad racionaliuoju kuboidu vadinamas staciakampis gretasienis, kurio visy
briauny ilgiai x, y, z, visy sieny jstrizainiy ilgiai a, b, ¢ ir gretasienio jstrizainés ilgis d
yra racionalieji skaic¢iai (1 pav.). Iki Siol néra zinoma, ar toks staciakampis gretasienis
egzistuoja. Apie Sia problema galima detaliau suzinoti autoriy [2] darbe pateiktoje
literaturoje.

© 2019 Authors. Published by Vilnius University Press

This is an Open Access article distributed under the terms of the Creative Commons Attribution
Licence, which permits unrestricted use, distribution, and reproduction in any medium, provided
the original author and source are credited.


https://doi.org/10.15388/LMR.B.2019.15233
mailto:edmundas.mazetis@mif.vu.lt, gmelnicenko@gmail.com
https://www.vu.lt/leidyba/en/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Racionalieji kuboidai ir Herono trikampiai I1 35

. 4
e
[
L) l'| \‘.
o 5
T+ b1
Foo5on Hk
aL LY
F] : .l b
]
r p % "'L‘
C J: 1 L] d L
- . 1 .
r : [] ,
" L . ‘l “o
] i [ (Y
r PR "
] o L S i e
i' Koo ';. am T
i J.."' =
] o o L
o ———r L]
[arimm™ Ll
r L |
1 pav. Gretasienis. 2 pav. Tetraedras.

1 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiai ir plotas yra sveikieji skaiciai, vadi-
namas Herono trikampiu.

2 apibrézimas. Trikampis, kurio krastiniy ilgiai ir plotas yra racionalieji skaiciai,
vadinamas racionaliuoju Herono trikampiu.

3 apibrézimas. Tetraedras, kurio trys plokstieji kampai prie vienos virsuneés yra sta-
tieji, vadinamas stac¢iakampiu tetraedru; ta virsuné vadinama pagrindine.

Toliau staciakampio tetraedro siena ABC, kurios visi plokstieji kampai yra smai-
lieji, vadinsime jo pagrindu (2 pav.). Irodyma, kad tokia siena-pagrindas su smailiai-
siais kampais kiekvienam staciakampiui tetraedrui egzistuoja, paliekame skaitytojui.

4 apibrézimas. Staciakampis tetraedras, kurio visy Sesiy briauny ilgiai ir pagrindo
plotas yra racionalieji skai¢iai, vadinamas racionaliuoju Herono tetraedru.

Pastebékime, kad sta¢iakampio Herono tetraedro visos sienos yra Herono trikam-
piai. Is tikryju, pagal apibrézima jo pagrindas yra Herono trikampis, o kitos sienos yra
statieji trikampiai, kuriy krastiniy ilgiai yra sveikieji skaic¢iai. Analogiskai, raciona-
liojo staciakampio tetraedro visos keturios sienos yra racionalieji Herono trikampiai.

1 lema. Sakykime, kad staciakampio tetraedro trijy briauny, iseinanciy is pagrindinés
virsunés, ilgiai yra x, y, z. Tuomet sio staciakampio tetraedro pagrindo plotas S lygus

1
S = 5\/x2y2 +y222 + 2222,

Irodymas. Sakykime, kad staciakampio tetraedro pagrindo krastiniy ilgiai lygus a,
b, ¢ (2 pav.). Taikydami Herono formule gauname, kad jo plotui S teisingos lygybes
S? =

p—a)(p—">)(p—rc) a+b+tc)a+b—c)ct+a—b)(c—a+b)

]
s

= 1_6(
[((a +b)? — 02) (02 —(a— b)2)}

(2ab +a+b%— 02) (2ab —a? -+ 02)

sl—al-5-

[4a2b2 — (a2 +0v% — 02)2].
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Atsizvelge i tai, kad a®> = 22 + 92, b = y® + 22, ¢ = 2% + 22 ir atlike veiksmus,
irodome lemos teisinguma. 0O

1 teorema. Sie teiginiai yra ekvivalentiis:
a) Diofanto lygciy sistema
a® =22 + 42, b2 = o2 4 22, =242 P=z12 2 (1)

turi racionaliyjy sprendiniy;

b) Diofanto lygciy sistema
a® = 2 + 42, b2 = o2 422, 2 =22 4 a2, 12 = a2y 4222 4 222 (2)
turi racionaliyjy sprendiniy;

¢) egzistuoja racionalusis kuboidas;

d) egzistuoja racionalusis staciakampis Herono tetraedras;

e) egzistuoja staciakampis Herono tetraedras.

Irodymas. a) = b) Sakykime, kad (1) Diofanto lyg¢iy sistema turi racionaliyjuy spren-
diniy. I (1) lygybiu iSplaukia, kad

A =BG GG E-ER
el = EITY =BT R

. ~ b . c . . .
a=—, b=— é=—, ==, g=-, E=-,
Ty Yz 2T TYZ T z

Pazymeéje

<

gauname, kad a2 = 22 4+ 92, b2 = 92+ 22, 6% = 224+ 32 2 = 2292 + (222 + 2222, Taigi
jei teisinga salyga a), tai teisinga ir salyga b).
b) = a) Sakykime, kad (2) Diofanto lygéiy sistema turi racionaliyjy sprendiniy.
I$ (2) lygciy gauname tokias lygybes
ERERE
- — — + — ,
za z x

A -E1+GF G -BT+EN
] =GB+

Siose lygybése pazymékime

. b
b=—, e=—,

a c
xy’ yz’ 2T Yz

a =

L1 X .
, r=—, Y= -, z2=-,
x

y z
Tuomet teisingos lygybés a2 = £2 4 2, b2 = 2 + 22, ¢2 = 224+ 32, d® = 22 + % + 22.
IS ¢ia seka, kad, jei teisingas b) teiginys, tai teisingas ir a) teiginys.
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a) & ¢) Sakykime, racionaliyjuy skaiciy trejetas (x,y, z) yra (1) Diofanto lygciuy
sistemos sprendinys. Staciakampés koordinaciy sistemos Oxyz asyse atidékime atkar-
pas, lygias atitinkamai x, y, z. Gauname staciakampj gretasienj, kurio visy septyniy
pagrindiniy atkarpy: trijuy briauny z, vy, z, triju sieny jstrizainiy a, b, ¢ ir gretasienio
istrizainés d ilgiai yra racionalieji skaiciai (1 pav.). Taigi i$ teiginio a) teisingumo
seka racionaliojo kuboido egzistavimas. Jei teiginys c) yra teisingas, i$ jo akivaizdziai
pagal Pitagoro teorema seka teiginio a) teisingumas (1 pav.).

b) < d) Tarkime, kad racionaliujy skaiciy trejetas (z,y, z) yra (2) Diofanto lygciuy
sistemos sprendinys. Atidékime staciakampés koordinaciy sistemos Oxyz aSyse at-
karpas, kuriy ilgiai lygus z, y,z. Gaunamas staciakampis tetraedras, kurio pagrindiné
virsuné yra koordinaciy pradzia O, o pagrindo (trikampio ABC) krastiniy ilgiai yra
racionalieji skaiiai a, b, ¢ (2 pav.). I$ 1 lemos seka, kad Sio tetraedro pagrindo plotas
yra racionalusis skai¢ius. Taigi jei teiginys b) teisingas, tai staciakampis tetraedras
OABC yra racionalusis Herono tetraedras. Atvirksciai, jei teiginys d) yra teisingas,
tai i8 Pitagoro teoremos ir 1 lemos seka b) teiginys (2 pav.).

d) & e) Irodymas akivaizdus ir paliekamas skaitytojui. O

Pazymeétina, kad [1] darbe teiginiy ¢) ir d) ekvivalentumas jrodytas kitu budu.

3 Staciakampiy tetraedry, kurie yra beveik Herono,
pavyzdziai

Eulerio plyta yra vadinamas staciakampis gretasienis, kurio visy briauny ir visy sieny
istrizainiy ilgiai yra sveikieji skaiciai [4, 5]. Eulerio plytos apibrézime néra tvirtinimo,
kad jos jstrizainé buty sveikasis skaic¢ius. Kitaip tariant, Eulerio plytos briauny ilgiai
x, y, z yra Diofanto lygciy sistemos
a® =22 442, b2 = o2 + 22, 2= 22 4 g2

sveikieji sprendiniai. Paties maziausio turio Eulerio plytos briauny ilgiai lygus 44,
117, 240, o jos sieny jstrizainiy ilgiai lygus 125, 244, 267 [4, 5]. Todél maziausio turio
staciakampis tetraedras yra Siai Eulerio plytai atitinkantis staciakampis tetraedras.
Jo pagrindo plotas pagal 1 lema yra /10947, t.y. pagrindas néra Herono trikampis.
Todél sis staciakampis tetraedras néra Herono tetraedras.

Daugiau Eulerio plytu pavyzdziu galima rasti [5] darbe, kiekvienai tokiai plytai
atitinka staciakampis tetraedras, kurio visos briaunos yra sveikieji skaiciai, bet Sis
tetraedras néra Herono tetraedras.

Jei racionalieji skaiciai x, y, z yra racionaliosios Eulerio plytos briauny ilgiai, tai
racionalieji skaiciai xy, yz, zz yra kitos racionaliosios Eulerio plytos briauny ilgiai.
Si naujoji plyta yra vadinama duotosios plytos isvestiné Eulerio plyta [3]. Toliau
staciakampj gretasienj su briauny ilgiais xy, yz, zx vadinsime i$vestiniu, kuris atitinka
stac¢iakampiui gretasieniui su briauny ilgiais x, vy, 2.

Kadangi zinomos tik tokios Eulerio plytos, kuriy visy briauny ir visy sieny jstrizai-
niy ilgiai yra sveikieji skaiiai, o plytos jstrizainés ilgis — iracionalusis skaicius [5], tai
ju isvestinéms Eulerio plytoms atitinka staciakampiai tetraedrai, kuriy visy briauny
ilgiai yra sveikieji skaiciai, bet Sie tetraedrai néra Herono. Tai seka i$ Sios teoremos:
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2 teorema. Sakykime, kad x, y, z — teigiami skaiciai, o skaiciai xy, yz, zx yra
staciakampio tetraedro briauny, iseinanciy is pagrindinés virsunés, ilgiai. Tuomet sio
tetraedro pagrindo plotas S yra lygus

1
S = Qxyz\/acQ + 2 + 22

Irodymas seka is 1 lemos.

Racionalusis kuboidas, kurio septyniu pagrindiniy atkarpy ilgiai yra sveikieji skai-
¢iai, vadinamas tobuluoju kuboidu [3, 4, 5]. Stadiakampis gretasirnis vadinamas be-
veik tobuluoju kuboidu, jei vienos iS septyniy pagrindiniy atkarpy ilgis yra iraciona-
lusis skaicius, o kitu Sesiy atkarpy ilgiai — sveikieji skaiciai [5].

Nagrinékime beveik tobulaji kuboida, kurio briauny ir sieny jstrizainiy ilgiai:
x = 104, y = 153, z = 672, a = 185, b = 680, ¢ = V474993, d = 697 [5]. Jo
iSvestinis kuboidas yra taip pat beveik tobulasis kuboidas. IS 2 teoremos ir lygybés
d = /2?2 +y? + 22 = 697 seka, kad Siam kuboidui atitinkamo sta¢iakampio tetra-
edro pagrindo plotas yra sveikasis skaic¢ius. Sio kuboido krastiniy ilgius padalije is
ju bendrojo daugiklio, gauname beveik tobulaji kuboida, kurio briauny ir sieny jstri-
zainiy ilgiai yra © = 663, y = 4284, z = 2912, a = 4335, b = 5180, ¢ = V/52777.
Jam atitinkancio stac¢iakampio tetraedro pagrindo plotas yra lygus S = 6469554. Ga-
vome staciakampio tetraedro, kurio visy briauny, iSeinanciy i$ pagrindinés virsunés
ilgiai yra sveikieji skaiciai, vienos pagrindo krastinés ilgis yra iracionalusis skaicius,
o pagrindo plotas yra sveikasis skaicius, pavyzdj.
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SUMMARY

Rational cuboids and Heron triangles 11
E. Mazétis, G. Melnichenko

We study the connection of Heronian triangles with the problem of the existence of rational cuboids.
It is proved that the existence of a rational cuboid is equivalent to the existence of a rectangular
tetrahedron, which all sides are rational and the base is a Heronian triangle. Examples of rectangular
tetrahedra are given, in which all sides are integer numbers, but the area of the base is irrational.
The example of the rectangular tetrahedron is also given, which has lengths of one side irrational
and the other integer, but the area of the base is integer.

Keywords: right-angled-vertex tetrahedron, Heronian triangles, rational cuboid, perfect cuboid, Euler
brick.
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