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1. Parabolinis uždavinys su integraline nelokali֒aja kraštine sa֒lyga

Nagrinėkime kraštin֒i parabolin֒i uždavin֒i su viena klasikine kraštine sa֒lyga ir kita
nelokalia֒ja integraline kraštine sa֒lyga:

∂u

∂t
−

∂2u

∂x2 = f (x, t), (1)

u(x,0) = ϕ(x), (2)

u(0, t) = µ(t), (3)

u(1, t) = γ

∫ ξ

0
u(x, t)dx + d = γ

∫ 1

0
K(x, t)u(x, t)dx + d, (4)

čia ξ ∈ [0,1], ir

K(x, t) =
{

1, x 6 ξ ,
0, x > ξ .

Uždaviniai su tokio tipo nelokaliosiomis sa֒lygomis iškylai֒vairiose fizikos, mecha-
nikos, biologijos, bioinžinerijos ir kitose srityse, kai negalima tiesiogiai išmatuoti
duomen֒u nagrinėjamo uždavinio srities krašte arba ieškomos funkcijos reikšmės kraš-
tiniuose taškuose susijusios su reikšmėmis srities viduje. Uždaviniams su֒ivairaus
tipo nelokaliosiomis salygomis pastaruoju metu literat ūroje skiriama pakankamai daug
dėmesio, ir ši֒u uždaviniu֒ teorinis tyrimas yra aktualus.

Šio kraštinio parabolinio uždavinio (1)–(4) sprendinio ieškant Furjė metodu
sprendžiamas Šturmo–Liuvilio uždavinys

−u′′ = λu, (5)

u(0) = 0, (6)

u(1) = γ

∫ ξ

0
u(x)dx, (7)

čiau(x) yra kompleksinė realaus kintamojox funkcija, oλ,γ ∈ C.
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2. Diferencialinio uždavinio su integraline nelokalia֒ja kraštine sa֒lyga spektras

Ištirsime (5)–(7) uždavinio spektro priklausomybe֒ nuo nelokaliosios s֒alygos para-
metroγ . Atskiri šio uždavinio atvejai, kai kraštinėje sa֒lygoje parametrasξ = 1, buvo
tirti darbe [1]. Kaiγ = 0, m ūs֒u suformuluotas uždavinys tampa klasikiniu (abi sa֒lygos
lokaliosios). Šiuo atveju tikrinės reikšmės ir tikrinės funkcijos nepriklauso nuo kito pa-
rametroξ :

λk = (πk)2, uk(x) = sin(πkx), k = 1,2, . . . .

Lygiai ta֒ pat֒i rezultata֒ gauname ir kaiξ = 0, todėl toliau laikysime, kadξ ∈ (0,1].
Bendruoju atveju, kaiλ 6= 0, (5) lygti֒ ir (6) kraštin֒e s֒alyga֒ tenkina funkcijos

u = c sin(µx), čia µ yra šaknis išλ, t.y., µ2 = λ. Ši šaknis pilnai apibrėžta, jeigu
Reµ > 0 arba Reµ = 0, Imµ > 0. Kai λ = µ = 0, tuometu = c x. I֒stat֒e š֒i sprendin֒i
i֒ (7) nelokalia֒ja֒ kraštin֒e sa֒lyga֒, gauname

c = γ

∫ ξ

0
cx dx = cγ

ξ2

2
.

2.1 LEMA . Nulinė tikrinė reikšmėλ = 0 egzistuoja tada ir tik tada, kaiγ = 2
ξ2 .

Kitais atvejais (µ 6= 0) nelokalioji sa֒lyga išpildyta, jeigu

c sin(µ · 1) = c γ

∫ ξ

0
sin(µx)dx. (8)

Tada nenulinio sprendinio egzistavimo sa֒lyga yra

sinµ = γ
1− cos(µξ)

µ
≡ 2γ sin2 µξ

2
/µ, (9)

o tikrinės reikšmėsλ = µ2 randamos sprendžiant lygti֒

f0(µ) := 2γ
sin2 µξ

2

µ2
−

sinµ

µ
= 0. (10)

Jeigu sinµ = 0 ir sin µξ
2 = 0, tuomet (9) lygybė teisinga su bet kuriomisγ

reikšmėmis. Šiuo atveju turime nepriklausančias nuo parametroξ tikrines reikšmes
λk = µ2

k. Jas vadinsimepastoviosiomis tikrinėmis reikšmėmis. Jeiguξ yra iracionalu-
sis skaičius, tuomet tokiu֒ tikriniu֒ reikšmiu֒ nėra.

Jeiguξ = m
n

∈ Q, tuomet tokios tikrinės reikšmės egzistuoja. Apibrėžkime funkci-

jas Sj (z) = sin(jz)
sinz

, j ∈ N. Kai j > 2, ju֒ išraiškas galime gauti iš Muavro formulės:

S2k(z) = 2k cos2k−1 z − C3
2k cos2k−3 zsin2 z + . . . + (−1)k−12k coszsin2k−2 z,

S2k+1(z) = (2k + 1)cos2k z − C3
2k+1 cos2k−2zsin2 z + . . . + (−1)k sin2k z.

Matome, kad funkcijaSj (z), j > 2, yra sveikoji ir jos didėjimo eilė lygi vienetui, o
S1(z) ≡ 1. Pastebėsime, kadSj = Pj (cosz), čia Pj(t) yra (j − 1)-ojo laipsnio dau-
gianaris (pakanka šiu֒ funkciju֒ israiškose pakeisti sin2 z i֒ 1 − cos2 z). Funkcijos sinz ir
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Sj (z) bendru֒ nuliu֒ neturi. Sakykime, trupmenam
n

yra nesuprastinama. Tada funkciju֒
sinnz ir sinmz bendri nuliai yra ir funkcijos sinz nuliai. Vadinasi, funkcijosSn(z) ir
Sm(z) irgi neturi bendr֒u nuliu֒. Skaidydami (9) lygybės abi puses dauginamaisiais,
gauname:

sin
µ

n
·
[

2γ S2
m/2

(µ

n

)sin µ
n

µ
− Sn

(µ

n

)]

= 0, kai m lyginis, (11)

sin
µ

2n
·
[

2γ S2
m

( µ

2n

)sin µ
2n

µ
− S2n

( µ

2n

)]

= 0, kai m nelyginis. (12)

2.2 LEMA . Pastoviosios tikrinės reikšmės egzistuoja tik racionaliesiemsξ = m
n

∈
(0,1]. Jeigu trupmenam

n
yra nesuprastinama, tuomet šios pastoviosios tikrinės

reikšmės lygiosλk = (nπk)2, k ∈ N, lyginiamsm, λk = (2nπk)2, k ∈ N, nelyginiams
m.

Nagrinėkime tikrines reikšmes, kurios nėra pastoviosios, t.y., reiškinius, esančius
(11) ir (12) formuliu֒ laužtiniuose skliaustuose, prilyginkime nuliui:

f1(µ) := 2γP 2
m/2

(

cos
µ

n

)sin µ
n

µ
− Pn

(

cos
µ

n

)

= 0, kai m lyginis, (13)

f2(µ) := 2γP 2
m

(

cos
µ

2n

)sin µ
2n

µ
− P2n

(

cos
µ

2n

)

= 0, kai m nelyginis. (14)

Funkcijosf0(
√

λ), f1(
√

λ), f2(
√

λ) yra sveikosios funkcijos, kuriu֒ didėjimo eilė
lygi 1

2, todėl šios funkcijos kiekvien֒a savoA-reikšme֒ i֒gyja begalin֒i (skaitu֒ji֒) kartu֒
skaičiu֒, o λ = ∞ yra A-reikšmiu֒ sankaupos taškas. Atitinkamai, funkcijosf0(µ),
f1(µ), f2(µ) i֒gyja kiekviena֒ A-reikšme֒ begalo daugelyje tašku֒. Atskiru atveju,
turime begalo daug šiu֒ funkciju֒ nuliu֒, nepriklausomai nuoγ reikšmės.

2.3 LEMA . Kiekvienamγ ∈ C ir kiekvienamξ ∈ (0,1] egzistuoja skaitusis skaičius
nepastovi֒uju֒ tikriniu֒ reikšmiu֒.

Norint rasti tas tikrines reikšmes, reikalinga rasti meromorfinės funkcijos

γ =
µsinµ

1− cos(µξ)
=

µsinµ

2 sin2(µξ/2)
=















µPn
(

cos
( µ

n

))

2 sin
( µ

n

)

P 2
m
2

(

cos
( µ

n

)) , m – lyginis,

µP2n
(

cos
( µ

2n

))

2 sin
( µ

2n

)

P 2
m

(

cos
( µ

2n

)) , m – nelyginis,

A-taškus. Jeiguξ yra iracionalusis skaičius, tuometµk = πk, k ∈ N, yra šios funkcijos
nuliai, oµk = 2πk/ξ , k ∈ N, – antrosios eilės poliai. Kaiξ ∈ Q, dalis nuliu֒ „sutampa“
su poliais: taškaiµk = πnk/m (m – lyginis), µk = 2πnk/m (m – nelyginis),k ∈ N,
yra poliai, ir, kaik = m,2m, . . ., šie poliai yra pirmosios eilės (kaim = 1 ir m = 2
antrosios eilės poli֒u nėra). Tie taškaiµ = πk, k ∈ N, kurie nėra poliai, yra funkcijos
nuliai.
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1 pav.ξ = 1
2 . 2 pav.ξ = 1

4 . 3 pav.ξ = 3
4 .

Realausγ atvejis.Dažniausiai nelokaliosios sa֒lygos parametrasγ ∈ R. Teigiamas
tikrines reikšmesλ atitinkaµ = x, x > 0:

γ+ =
x sinx

1− cos(xξ )
=

x sinx

2 sin2 xξ
2

, (15)

o neigiamas tikrines reikšmesλ atitinkaµ = −ix, x < 0:

γ− =
−ix sin(−ix)

2 sin2
(

− ixξ
2

) =
xshx

2sh2(x
2ξ )

= 2
x
2ch x

2

shx
2

( shx
2

sh(x
2ξ )

)2
. (16)

Patogu grafiškai vaizduoti realia֒ja֒ funkcija֒ γ = γ (x), x ∈ R: γ = γ−, kai x 6 0, γ =
γ+, kai x > 0. Keletas toki֒u atveju֒ skirtingiemsξ pavaizduota 1–3 pav.

2.4 LEMA . Kai γ > 2
ξ2 egzistuoja vienintelė neigiama tikrinė reikšmė, o kaiγ 6

2
ξ2

neigiamu֒ tikriniu֒ reikšmiu֒ nėra.

I֒rodymas.Funkcijaγ−, kaix ∈ R, yra lyginė irγ−(0) = 2
ξ2 , γ−(+∞) = +∞. Todėl

pakanka parodyti, kad ji intervale(0,+∞) yra didėjanti. Funkcijaγ−(x) išreiškiama
trij u֒ funkciju֒ y1(x/2) ·y2(x/2) ·y2(x/2) sandauga, čiay1(x) = 2xchx

shx
, y2(x) = shx

sh(xξ)
.

Kiekviena šiu֒ funkciju֒ yra didėjanti, nes intervalex > 0

y ′
1 =

sh(2x) − 2x

sh2x
> 0, y ′

2 =
(th(xξ ) − ξ thx)chxch(xξ )

sh2(xξ )
> 0.

2.5 LEMA . Sakykime,z0 yra teigiama lygtiesz = 2 arctan(z) šaknis (z0 ≈
2,331122. . .). Jeigu |γ | 6

3π
2(1−cosz0)

≈ 2,78978. . ., tuomet visos tikrinės reikšmės

yra teigiamos, ir ribinis atvejis realizuojamas, kaiξ = 2z0
3π

≈ 0,4946. . ..

3. Diskretusis atvejis

Taip pat nagrinėsime ir diskretu֒ji֒ (5)–(7) Šturmo–Liuvilio uždavinio atveji֒

−
ui−1 − 2ui + ui+1

h2 = λui, (17)
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4 pav. Trapecij֒um. 5 pav. K. stačiakampiu֒ m. 6 pav. D. stačiakampiu֒ m.

u0 = 0, (18)

uN = γ (u,χξ ). (19)

Tirsime tik tuos atvejus, kai parametrasξ sutampa su diskrečiojo tinklo tašku. Inte-
graline֒ kraštin֒e sa֒lyga֒ aproksimuosime trapeciju֒, kairiu֒ju֒ ir dešiniu֒ju֒ stačiakampi֒u
metodais:

(u,χξ )T = u1h + u2h + . . . + uj

h

2
;

(u,χξ )KS = u1h + u2h + . . . + uj−1h;

(u,χξ )DS = u1h + u2h + . . . + uj h.

4–6 pav. pateikti atitinkami grafikai. Šiuose grafikuose vaizdas kokybiškai skiriasi.
Funkcija γ = γ (x) tiksliausiai aproksimuojama trapeciju֒ formulės atveju. Taip pat
kiekviename iš ši֒u triju֒ atveju֒ nulinė tikrinė reikšmė atsiranda prie skirtingu֒ paramet-
ro γ reikšmiu֒.
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SUMMARY

S. Pečiulytė, O. Štikonienė, A. Štikonas. On the spectrum of one stationary problem with nonlocal
integral type boundary condition

We investigated a eigenvalueproblem for simple second order ordinary differential equation with one inte-
gral type nonlocal boundary condition. The eigenvalues and eigenfunctionsof such problem are depending
on few parameters in the nonlocal boundary conditions. For some values of those parameters all eigen-
values are positive. We find conditions when there is one zero or one negative eigenvalue. We investigate
similar discrete problem too.
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