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1. Parabolinis uzdavinys su integraline nelokahja krastine salyga

Nagrinekime kraStipparabolin. uzdavin, su viena klasikine kraStinealyga ir kita
nelokalgja integraline krastineatyga:
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Uzdaviniai su tokio tipo nelokaliosiomisalygomis iSkylaivairiose fizikos, mecha-
nikos, biologijos, bioinzinerijos ir kitose srityse, kaegalima tiesiogiai iSmatuoti
duomem nagrinejamo uzdavinio srities kraSte arba ieSkomosdijwskreikSmes kras-
tiniuose taSkuose susijusios su reikSmemis srities gidugdaviniams suvairaus
tipo nelokaliosiomis salygomis pastaruoju metu literafaskiriama pakankamai daug
demesio, ir 8i uzdaviny teorinis tyrimas yra aktualus.

Sio krastinio parabolinio uZdavinio (1)—(4) sprendinidkant Furje metodu
sprendziamas Sturmo—Liuvilio uzdavinys

—u" = \u, (5)

u(0) =0, (6)
&

u(l) =y/ u(x) d, @)
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Ciau(x) yra kompleksine realaus kintamojdfunkcija, oA, y € C.
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2. Diferencialinio uzdavinio su integraline nelokalgja kraStine salyga spektras

IStirsime (5)—(7) uzdavinio spektro priklausongybuo nelokaliosiosaygos para-
metroy . Atskiri Sio uzdavinio atvejai, kai krastinejalygoje parametras = 1, buvo
tirti darbe [1]. Kaiy = 0, m'ug suformuluotas uzdavinys tampa klasikiniu (adliygos
lokaliosios). Siuo atveju tikrines reikdmes ir tikrgyinkcijos nepriklauso nuo kito pa-
rametrog:

o= (k)2 up(x) =sin(rkx), k=1,2,....
Lygiai ta pat rezultag gauname ir ka§ = 0, todel toliau laikysime, kad € (0, 1].
Bendruoju atveju, kak # 0, (5) lygt. ir (6) kraStie glyga tenkina funkcijos
u = ¢ sin(ux), Gia u yra $aknis i8, ty., u? = A. Si Saknis pilnai apibréezta, jeigu
Reu > 0 arba Rgc =0, Imu > 0. Kai A = u =0, tuometu = ¢ x. |stae § sprendin
i.(7) nelokalaja krasStire salyga, gauname

& 52
c=y/ cxdx =cy=.
0 2

2.1 LEMA. Nuliné tikriné reik§mé. = 0 egzistuoja tada ir tik tada, kay = 3

5.
Kitais atvejais ft # 0) nelokalioji @lyga iSpildyta, jeigu E
csin(u-1)=cy /: sin(ux) dx. (8)
Tada nenulinio sprendinio egzistavimalyga yra
sinuzyM_Z sir? & —/M, (9)
o tikrines reik§mes. = 12 randamos sprendziant lygt
foty =2y ST % o (10)

Jeigu sil@e =0 ir sm"f = 0, tuomet (9) lygybe teisinga su bet kuriomjs
relksmemls Siuo atveju turime nepriklausantias nu@mpatros tikrines reikmes
A = Mk Jas vadinsimpastoviosiomis tikrinemis reikSmemieigué yra iracionalu-
sis skaicius, tuomet tolitikriniy reikSmi nera.

Jeigué = 2 € Q, tuomet tokios tikrines reikSmes egzistuoja. Apibiieak funkci-
jas $;(z) = s';,g;x jeN. Kai j > 2, juidraiskas galime gauti i& Muavro formules:

Sor(z) = 2kco 1z — C3 co 3 zsinP z 4 ... + (=1)f 12k cosz sin®* 2z,
Sok+1(2) = (2k + 1) co* z — C3,,  coF 2 zsin? z + ... + (=D sir 2.

Matome, kad funkcijes; (z), j > 2, yra sveikoji ir jos didejimo eile I?/gl vienetui, 0
S1(z) = 1. Pastebe5|me kaf} = P;(cosz), Cia P;(¢) yra (j — 1)-ojo laipsnio dau-

gianaris (pakankaslfunkcuq israi$kose pakeisti sia .1 — cos z). Funkcijos sir ir
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S;(z) bendu nuliy neturi. Sakykime, trupmenfg yra nesuprastinama. Tada funkgij
sinnz ir sinmz bendri nuliai yra ir funkcijos sip nuliai. Vadinasi, funkcijoss, (z) ir

S (z) irgi neturi bendy nuliy. Skaidydami (9) lygybes abi puses dauginamaisiais,
gauname:

sin% - [zysjl/z(%) Siz% . s(%)] —0, kaim lyginis, (11)
sin% - [2)/5'31(5—”># . Sz<%>] —0, kaimnelyginis  (12)

2.2 LEMA. Pastoviosios tikrines reikSmes egzistuoja tik racieesémss = = €
(0,1]. Jeigu trupmenas- yra nesuprastinama, tuomet Sios pastoviosios tikrines
reikSmes lygiosx = (nk)?, k € N, lyginiamsm, i, = (2n7k)?, k € N, nelyginiams
m.

Nagrinekime tikrines reikSmes, kurios néera pastovistoy., reiskinius, esancius
(112) ir (12) formulyy lauztiniuose skliaustuose, prilyginkime nuliui:

_ 2 p sint I , o
fip) =2y Pm/z(cos;> L P,l(cos;> =0, kaim lyginis, (13)

v

) [\ Sing- w _ -
— Lad _ L k I 14
fa() 2me(coszn> " P2”<C082n> 0, kaim nelyginis (14)

Funkcijos fo(v/A), fi(v/1), f2(+/A) yra sveikosios funkcijos, kugididéejimo eile
lygi % todel Sios funkcijos kiekviem savoA-reikSme igyja begalin (skaituji) kartu
skaiCu, 0 A = co yra A-reikSmu sankaupos taskas. Atitinkamai, funkcij@s(i),
Si(w), f2(u) igyja kiekvierm A-reikSnme begalo daugelyje tagk Atskiru atveju,
turime begalo daug gifunkcijy nuliy, nepriklausomai nug reikSmes.

2.3LEMA. Kiekvienamy e C ir kiekvienamé € (0, 1] egzistuoja skaitusis skaicius
nepastowijy tikriniy reikSmis.

Norint rasti tas tikrines reikSmes, reikalinga rasti meoofimes funkcijos

—Z—MP"(COS(%)) m — lyginis
wsinu wsinu 2sin(4) Py (cos(f))” ’
y= =_— =
1—cosué)  2sirf(ug/2) 11 P, (COS(4))

Zsmg) 2 (cos )0 ™ helvainis,
A-taSkus. Jeig§ yrairacionalusis skaiCius, tuomet = 7k, k € N, yra Sios funkcijos
nuliai, ou, = 2k /€, k € N, — antrosios eiles poliai. K&i € Q, dalis nuly ,,sutampa*
su poliais: taskaju, = wnk/m (m — lyginis), u, = 2rnk/m (m — nelyginis),k € N,
yra poliai, ir, kaik =m, 2m, ..., Sie poliai yra pirmosios eiles (kai =1 ir m = 2
antrosios eiles pali nera). Tie taSkait = k, k € N, kurie néera poliai, yra funkcijos
nuliai.
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1pav.é = 3. 2 pavé = 1. 3pavs = 3.
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Realausy atvejis. Dazniausiai nelokaliosiosyygos parametrgs € R. Teigiamas
tikrines reikSmes. atitinkau = x, x > O:

x Sinx x Sinx

)/ = = N 15
T 1-cosxE)  2siP (13)
0 neigiamas tikrines reikSmesatitinka . = —ix, x < 0:
—ix sin(—ix) xshx ichy , shy \2
y_ = _ 5272 2 ) (16)

2sur?( .xs> T 2sh(3E)  “shy \sh(3&)

Patogu grafiSkai vaizduoti reaja funkcipy = y(x),x e R: y =y_, kaix <0,y =
v+, kai x > 0. Keletas toki atveji skirtingiemst pavaizduota 1-3 pav.

2.4 LEMA. Kaiy > é;‘% egzistuoja vienintele neigiama tikrine reikSme, okat é;‘%
neigiamy tikriniy reikSmuy nera.

[rodymasFunkcijay_, kaix € R, yralygineiry_(0) = 22 y—(400) = +o00. Todel
pakanka parodyti, kad ji interval@®, +oc) yra didejanti. Funkcuay (x) iSreiSkiama
triju funkeiju y1(x /2) - y2(x/2) - y2(x /2) sandauga, Ciga (x) = 220, yo(x) = 5.
Kiekviena Su funkcijy yra didéjanti, nes intervale > 0

sh(2x) — 2x , _ (th(x§) — gthx)chxch(x§)

= 0.
>0, y SP(E) >

2.5 LEMA. Sakykime,zg yra teigiama IygtleSz = 2arctariz) Saknis (zg ~
2,331122..). Jeigu |y| < W A 2,78978..., tuomet visos tikrines reikSmes

yra teigiamos, ir ribinis atvejis realizuojamas, k?.l: 20~/ 0, 4946. ...

3. Diskretusis atvejis
Taip pat nagrinesime ir diskngt (5)—(7) Sturmo—Liuvilio uzdavinio atvej

Ui—1—2u; +uiq1

hz = Auj, (17)




Apie vieno stacionariojo uzdavinio su nelolggiintegraline krastine glyga spekta 659

4 pav. Trapecijm. 5 pav. K. staCiakampim. 6 pav. D. staCiakampim.
ug =0, (18)
uy =y W, xg)- (19)

Tirsime tik tuos atvejus, kai parametrasutampa su diskreciojo tinklo tasku. Inte-
graline krastire salyga aproksimuosime trapegij kairiyju ir deSinijju staCiakampi
metodais:

h
(u, xe)r =u1h+u2h+,,,+uj§;

(u, xe)ks =uth +ush +...+uj_1h;
(u, xe)ps =uih +ush+ ... +ujh.

4-6 pav. pateikti atitinkami grafikai. Siuose grafikuose vaizdas kokybiskai skiriasi.
Funkcijay = y(x) tiksliausiai aproksimuojama trapegiformules atveju. Taip pat
kiekviename iS §j trijy atvep nulinée tikriné reikSme atsiranda prie skirtingaramet-
ro y reikSmu.
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SUMMARY

S. Petiulyte, O. Stikoniené, A. Stikonas. On the spectrum of one stationary problem with nonlocal

integral type boundary condition

We investigated a eigenvalue problem for simple second order ordinary differential equation with one inte-
gral type nonlocal boundary condition. The eigenvalues and eigenfunctions of such problem are depending
on few parameters in the nonlocal boundary conditions. For some values of those parameters all eigen-
values are positive. We find conditions when there is one zero or one negative eigenvalue. We investigate
similar discrete problem too.
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