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Reziume.Darbe analizuojamaéebyéevo metodo taikymas nesimetriniai tiegilyigCiy sistemai, gautai
sprendziant baigtiniskirtumy metodu elipsipkrastin,.uzdavin su nelokalaja krastineglyga.

1. Uzdavinio formulavimas

Dvimatis uzdavinis. StaCiakampeje dvimateje srityfa={0<x <1, 0 <y <1}
nagrinekime Puasono lyigt
2u  9%u
T2 B2 fx,y)
su Dirichle tipo krastinemisaygomis
u(0,y) =¢@o(y), u(x,0)=vo(x), ulx,1)=1v1(x),

ir viena nelokalaja krastine alyga

u@l,y)=yui,y)+e1(y), 0<&<1,

kuri susieja ieSkomos funkcijos(x, y) reikSmes staCiakampio krastingje = 1)
su funkcijos reikSmemis srities vidujec = £). Parametras/ kiekybiSkai parodo
nelokaliosios alygos itaka uzdaviniui. Kaiy = 0, turime klasikin uzdaviri. su
Dirichle tipo kraStinemis alygomis.

Uzdaroje srityjeD = [0, 1] x [0, 1] apibrezkime tinkd (x;,y;), x; = ihy, i =
0,---,Ny, Nyhy=1,y; = jhy, j=0,---,N,, Nyh, =1. Laikysime, kadx = &
sutampa su tinklo tasku, t.y. £ = sh,. _

Tada suformuluotam diferencialiniam uzdaviniui srityje= [0, 1] x [0, 1] galime
uZzrasyti baigtini skirtuny schema

Ui -2Uij+ Ui Uij1-2Uij+Uijq _

=F;;,
h2 h? Y

Uo,j =¢o(yj), Uio=vo(xi), Uin=v1(x;),
su nelokalgja krasStine alyga

Un,j=vUsj+@i(j), j=1--,Ny—1
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Vienmatis (stacionarusis) uzdavinydNoredami geriau suprasti dvimacio uz-
davinio ypatumus, pirmiausia iStirkime vienmatio uzdavinio analog intervale
(0, 1):

_M// = f(x)v
u0) =¢o, u@)=yu)-+¢1.

Imdami vienmattinklax; =ih, i =0,..., N, Nh =1, apibreZziame baigtigi skir-
tumy schem

Ui—1—2U; + Uiq1
- =F;,
h2
Uo=¢o, Un=yUs;+¢1.
Nagrinejamu atvej§ = x; = sh.
Baigtiniy skirtunuy metodas suveda gliferenciétlllﬁdaviri i.tiesiniy lygCiy sistena
(TLS), kurios sprendimui pasirenkam@gbySevo metodas. Jis yra vienas i$ greici-

ausiy iteracini sprendimo metag simetrini sisteny atveju. Sio metodo parametrai
parenkami atsizvelgiantsistemos matricos spektr

2. Tikrines reikSmes ir nesimetrines matricos

Vienmatis atvejis. Vienmacio uzdavinio spektras randamas, sprendZiantr®tdr
Liuvilio uzdavini_su nelokalia kraStineayga

Vic1=2Vi+ Vi1
_ " —
Vo=0, Vy=yV.. 2)

AVi, 1)

Pirmaja (Dirichle tipo) krastie salyga tenkina sprendiniai

V,=Csin(ig), i=1,...,N—1 ¢=iln (1—%— “Tf—u) w=2h2 i=—L

Istatykime Siuos sprendiniusntraja (nelokalaja) krastire salyga. Tada

Sin(N¢) sin(sg) = Sina N L

= S = — , a= = -
=YY = Sinca) =0
Sio diskretiojo uzdavinio spektras sudarytagi&— 1)-os tikrines reikdmes. Dalis
tikriniuy reikSmu nepriklauso nug ir randama sprendziant lygEsistena

sin(Ng) =0,
sin(sg) = 0.

Kita dalis tikriniy reikSmu priklauso nuo parametrp ir atitinka funkcijosy = y (a)
lygio taskus.
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UZdavinio su nelokadija kraStine glyga spektras gali stipriai skirtis nuo kIaS|k|n|o
uzdavinio spektro. Kaip iliustragj paimkime pavyzg kai parametrag = 4, arba
&= % Nagrinekime tikrines reikSmes priklausancias nuoVienmacio uzdavinio
spektras priklauso nup, & ir nuo TLS dimencijosV (Zr. 1 pav. BréZiniuose pavaiz-
duoti funkcijosy = y(a) grafikai ivairiais atvejais. Kai parametrgs = 0, funkci-
jos ¥y = y(&,a) Saknys yra klasikinio uzdavinio tikrines reikSmes. Nalliosios
salygos atvejuy # 0) tikrines relksmes gaunamos kertant horizontalia tiesedi-
josy =y(,a) grafika. Kai § = 5 1 intervale —2 < y < 2 visos tikrinés reikdmes
yra teigiamos. Kaiy > 2, viena t|kr|ne reikSme yra neigiama, gali egzistuogna
teigiama reikSmanN = 4,8,12,...), ir egzistuoja kompleksines tikrines reikSmes
(N =6,8,10,...); kai y < —2 tikrinés reikSmes yra kompleksines ir gali egzistuoti
viena teigiama tikrine reikSm@v = 2,6, 10, ...). Kai y = —2 arbay = 2 egzistuoja
kartotines tikrines reikSmes. Pastebésime, kad pastaikrines reikSmes (nepriklau-
sancios nuq) sutampa su taskais, kuriuose grafikak y (a) lieCia tiesesy = +1/¢.

Kal &= |vairios situacijos pavaizduotos 1 pav) Kartonjrnikriniu reikému atveju

= 4,
ir egzistuoja prijungtiniai vektoriai.

Dvimatis atvejis. Siuo atveju sritisD yra statiakampis, kiekviena tikriné reikSme
A yradviejy komponendj sumak = 1, +A,. Tikrines reikSmes ,, = hiz Sin? Zk 2N k=

1,..., N, —1, nesy kryptimi uzdavinys yra klasikinis. Norint geométriékastallsas
tikrines reikSmes vietoje vieno grafiko vienmaciu atvegikia braizyti kelea tokiy

— Ant
AR VA A

E=1:N=4, N =8, N = 10;

] |
AN \\\/,C\’ Y \\1/ VAT
E=7:N=4, N =38, N =10.

1 pav. Funkcijog = y (a) grafikai.
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grafiky. Jy skaiCius yra lygusv, — 1, t.y. tinklo vidiniy tasky y kryptimi skaiCiui (Zr.
2 pav.).

Kiek vienmaciu, tiek dvimaCiu atveju, galimog ir & reikSmes, kada maksi-
mali tikrine reikSme gali b'uti kartotine. Siuo atvekartotinumas priklauso nuo
diskretizacijos taSk skaiCiaus (zr. 1, 2 pay. = +2,&£ =1/2 arbay =~ +1,& = 1/4).

Nesimetrines matricos.UZdavinio su nelokadija krasStine glyga sistemos ma-
trica yra nesimetrine. Vienmaciam uzdaviniui tai yrastriZaine matrica su ardanciu
simetriSkuna parametruy paskutingje eiluteje. DvimaCio uzdavinio matrica turi
blokine strukt ua,, parametrag ieinai pagrindinesstrizainées blokus. Pateiksime taki
matriay pavyzdzius vienmatiu atveju, k= 1, N = 8:
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Matome, kad diferencialiniai uzdaviniai su nelokaliosistkrastinemis alygomis gali
generuoti nesimetrin matri@, turinca pakankamai paprasnesimetrie strukt ua.
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2 pav. Funkcijos = y (a) grafikai dvimaciu atveju, kaj
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KeiCiant ju parametrus galima tiksliai nustatygairius tikriniy reikSmij pasiskirstimo
atvejus ir panaudotatinformacip iteraciniuose metoduose.

3. Ceby3evo iteracinis metodas

Diskretusis uzdavinys uzraSomas kaip tiesilyig€iy sistemadU = F su nesimetrine
matricaA, A € L(R™), m = (N, —1)(N, — 1) dvimacCiu atvejum = N — 1 vienmaciu
atveju.

Sprendziant & TLS, buvo taikomo&ebysevo iteracijos* 1 = U* — 1, 1 (AU* —

F), tiaty =2/(B+a+ (B —)ix), tx =c0s((2k — D /(2n)), k=1,...,n.

Jei matrica yra simetrine, teigiamai apibreZzta, ir jos tikrines reikSmes priklauso in-
tervalui [a, 81,0 < « < B < oo, tai CebySevo iteracinis metodas yra optimalus tarp
visy polinominiy metod; [1]. Jo paklaida yrd U" — u*|| < g,||U® — u*||, Eiau* yra
tikslus sprendinys ig, = 20" /(1+ p?"), p = (1 —/8)/(1 + f) 8§ =a/p. Tegul
0<Xi <tpax =¢q, It n =g — max, 4 A;. Jeigu matricos) ™~ 1A Zordano matri-
cayraD 1(n~1A)D = n~Ydiag(r1, ..., »,) + H, tuometiveskime norma || B|o =
|D~1BD| . Darbe P] irodyta teorema:

Teorema. Tegul visos matricod tikrines reikSmes tenkinal/ga 0 < a < ; < B
ir Anax Yra paprasta (nekartotlne) Tadﬁebysevo iteracinis metodas konverguipja

sprendin, kain > ng(e) = ”2(3//5) ir teisingas paklaidogvertis
[U" —u*lo
U0 —u*|lo

Skaitinis eksperimentas rodo, kad disktggitaSky skaiCiusitakoja konvergavimo
greit, Jei didZiausia tikrine reikSmeé yra nekartoting, iteracinis prosesas greiciau kon-
verguojai tikslyji.sprendin, negu tuo atveju, kai ji yra kartotine. Tai reiSkia, kad tinklo
taSlky skaicu N reikia parinkti atsizvelgiant maksimalios tikrines reikSmes kartoti-
numa.
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SUMMARY

M. Sapagovas. Stikonierg,A. Stikonas Chebysheiteration for the problemwith nonlocalboundary
condition

We consideredPoissondifferential equationwith Dirichlet boundaryconditionsand one nonlocal
boundarycondition.Finite-differenceschemewasinvestigatedor this problem.The eigenvaluesf such
problemdependn few parameteré the nonlocalboundarycondition.The convergenceatefor Cheby-
sheviterationsdepend®n the numberof thediscretemeshpoints.The convergencé morefasterwhen
themaximaleigenvaluef the correspondingonsimmetrienatrixis simple.
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