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1. Stacionarieji uždaviniai su nelokaliomis s↪alygomis

Paskutiniaisiais metais aktyviai vystoma neklasikini↪u diferencialini↪u uždavini↪u teorija.
Kraštiniai uždaviniai su nelokaliomis s↪alygomis yra viena iš toki↪u sriči ↪u. Skaitini↪u me-
tod ↪u tokiems kraštiniams uždaviniams k¯urimas ir j ↪u teorinis pagrindimas yra aktualus
skaičiuojamojoje matematikoje. Šie uždaviniai tiriami tiek užsienio, tiek Lietuvos moks-
linink ↪u darbuose (žr. [3, 5, 6] ir ten cituojam↪a literatūr ↪a). Darbuose [3, 5] buvo surastos
būtinos ir pakankamos kai kuri↪u kraštini↪u uždavini↪u išsprendžiamumo s↪alygos. Šiame
darbe mes siek˙eme apibendrinti rezultatus, paskelbtus straipsnyje [4], kai kraštinio užda-
vinio koeficientai yra nepastov¯us, o kraštin˙es s↪alygos yra↪ivairesnės.

Nagrinėsime stacionar↪uj ↪i kraštin↪i uždavin↪i su nelokaliomis kraštin˙emis s↪alygomis:

L(u) := − d
dx

(
p(x)

du
dx

)
+ q(x)u = f, x ∈ (0, 1), (1)

L0(u) := γ0 < k0, u > +g0, (2)

L1(u) := γ1 < k1, u > +g1, (3)

čiap(x) � p0 > 0, q(x) � q0 � 0. Kraštinės s↪alygos gali būti pirmojo tipo

Ll(u) := u|x=l

arba

Ll(u) :=
(
(−1)l+1p(x)

du
dx

+ r(x)u
)∣∣∣

x=l
,

l = 0, 1. Kai r(l) = 0, tai kraštinė s↪alyga yra antrojo tipo. Atvejisr(l) > 0 atitinka
trečiojo tipo kraštin↪e s↪alyg ↪a. Jeigu abi kraštin˙es s↪alygos (kaix = 0, l) yra antrojo tipo,
tai papildomai reikalausimeq(x) � q0 > 0. Nelokalios s↪alygos apibr˙ežiamos tiesiniais
funkcionalaiskl:

< kl, u >:=
J∑

j=1

αj
lu(ajl ) +

∫ 1

0

(
βl(x)u(x) + β̄l(x)u′(x)

)
dx,

čia0 � a1
l < . . . < aJl � l. Laikysime, kad koeficientaip, q, βl(x), β̄l(x), f(x) yra tokie,

kad garantuojamas klasikinio (γ1 = γ2 = 0) uždavinio išsprendžiamumas tam tikroje
funkcij ↪u klasėje (pvz.,C2 arbaW 1

2 ). Koeficientaiγ1 ir γ2 apibrėžia nelokališkumo svor↪i
kraštinėje s↪alygoje.
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2. Baigtini ↪u skirtum ↪u schemos

Atkarpoje [0, 1] apibrėžkime diskret↪uj ↪i tinkl ↪a ω̄ = ω̄h = {0 = x0 < x1 < . . . <

xn = 1}, hi = xi − xi−1, 1 � i � n. Formaliai laikysime, kadh0 = hn+1 = 0,
x−1 = 0, xn+1 = l. Naudosime papildomus diskreˇciuosius tinklus:ωh = ω̄h

�{x0, xn},
ωh

1/2 = {xi+1
2
|xi+ 1

2
= (xi+xi+1)/2, −1 � i � n}, hi+ 1

2
= (hi+hi+1)/2, 0 � i � n.

Apibrėžkime diskreˇciuosius operatorius, skaliarines sandaugas ir normas:

(δU)i+ 1
2

:= (Ui+1 − Ui)/hi+1, (δV )i := (Vi+ 1
2
− Vi− 1

2
)/hi+ 1

2
,

(U, V )ωh :=
n∑

i=0

UiVihi+ 1
2
, (U, V )ωh

1/2
:=

n∑
i=1

Ui− 1
2
Vi− 1

2
hi,

‖Z‖∞,ω := max
x∈ω

|Z(x)|, ‖U‖1,ω̄h :=
n∑

i=0

|Ui|hi+ 1
2
.

Funkcij ↪u reikšmėms ne tinklo taškuose naudosime tiesin↪i interpoliavim↪a Z(x) :=
xi−x
hi

Zi−1 + x−xi−1

hi
Zi, kaix ∈ [xi−1, xi].

Užrašykime antros eil˙es baigtini↪u skirtum↪u schemas (1)–(3) stacionariesiems uždavi-
niams:

L(U) := −δ(PδU) +QU = F, (4)
L0(U) := γ0 < K0, U > +g0, (5)
L1(U) := γ1 < K1, U > +g1, (6)

čia
Ll(U) := U |i=nl

arba
Ll(U) := (−1)l+1(PδU)|i=nl+(−1)l1/2 + RnlUnl − hnl+1/2(Fnl −QnlUnl),

oKl yra tiesiniai diskretieji funkcionalai

< Kl, U >:=
J∑

j=1

αj
lU(ajl ) + (Bl, U)+(Bl, δU).

Kaip ir diferencialiniame uždavinyje laikysime, kadP � p0 > 0, Rl � 0, Q � q0 � 0

(jei abi kraštinės s↪alygos yra antrojo tipo, tuometq0 > 0). Vis ↪u ši ↪u skirtum↪u schem↪u ap-
roksimacija pakankamai glodiems sprendiniams (pvz.,C4 klasėje ir prie atitinkam↪u glo-
dumo reikalavim↪u (1)–(3) uždavinio koeficientams) ir tolygiam tinklui yraO(h2) eilės.
ŽymėsimeG0 = g0, Gn = g1.

3. Klasikinio uždavinio analizė

Kai γ0 = 0, γ1 = 0, tuomet sprendžiame klasikinius kraštinius uždavinius. Jeigu kairia-
jame (dešiniajame) krašte duota antrojo arba treˇciojo tipo kraštinė s↪alyga, priimsime, kad
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P−1/2 = 0 (Pn+1/2 = 0 ). Tinklo taškus, kuriuose yra pirmojo tipo kraštin˙e s↪alyga, pri-
skirsime tinklui∂ω ⊂ {x0, xn}. Tada (4)–(6) skirtum↪u schem↪a patogu perrašyti pavidalu

L̃(U) := −δ(PδU) + Q̃U = F̃ , xi ∈ ω = ω̄h
� ∂ω, (7)

L∂(U) := U = G, xi ∈ ∂ω, (8)

čia Q̃ = Q, F̃ = F , kai xi ∈ ωh, ir Q̃i = Qi + Ri/hi+1/2, F̃i = Fi + Gi/hi+1/2

kituose taškuose. Kai∂ω = ∅, t.y. abi kraštinės s↪alygos yra ne pirmojo tipo, apibr˙ežkime
U ≡ 0. Kitais atvejaisU bus viena iš trij↪u funkcij ↪u

xi

l Gn+ l−xi

l G0,
xi

l Gn,
l−xi

l G0. Tada
funkcijaW = U − U yra kraštinio uždavinio{

L̃(W ) = −δ(PδW ) + Q̃W = F̃ +

√
Q̃F − δ(

√
PG),

L∂(W ) = 0,
(9)

suF =

√
Q̃U , G =

√
PδU . KadangiW |∂ω = 0, tai šiam uždaviniui teisinga energetin˙e

nelygybė

‖
√
PδW‖2 + ‖

√
Q̃δW‖2 �‖F̃‖1‖W‖∞+‖

√
PδW‖ ‖G‖+‖

√
Q̃W‖ ‖F‖.

Pasinaudoj↪e diskreči ↪aja Sobolevo↪idėties teorema [1, 2]

‖W‖2
∞ � 2

(
l‖δW‖2 + min{W 2

0 ,W
2
M , ‖W‖2/l},

gauname

‖W‖2
∞ + ‖

√
PδW‖2 + ‖

√
Q̃δW‖2

� C(P,Q,R)
(
‖F̃‖1‖W‖∞ + ‖

√
PδW‖ ‖G‖ + ‖

√
Q̃W‖ ‖F‖

)
,

ir C(P,Q,R) � 2
(
l/p0 + 1/max(lq0, R0, RN)

)
. Iš šios nelygyb˙es išplaukia↪iverčiai

‖W‖∞ + ‖δW‖ � C
(
‖F̃‖1 + ‖G‖ + ‖F‖

)
,

‖U‖∞+‖δU‖�C
(
‖F̃‖1+‖

√
P‖∞‖δU‖+

√
‖Q̃‖1 ‖U‖∞

)
+‖U‖∞+‖δU‖.

3.1 lema(Uždavinio su klasikin˙emis kraštin˙emis s↪alygomis stabilumas).JeiguP � p1,
‖Q‖1 � q1, tuomet teisingas stabilumo↪ivertis

‖U‖E := ‖U‖∞ + ‖δU‖ � C(P,Q,R)(‖F‖1 + ‖G‖∞). (10)

Darbuose [3, 5] pasi¯ulytas nelokali↪uj ↪u uždavini↪u tyrimo metodas, kuriuo kraštinio
uždavinio su nelokaliomis s↪alygomis sprendinio ieškoma kaip fundamentali↪uj ↪u spren-
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1 pav. Fundamentalieji sprendiniai.

dini ↪u tiesinio derinio. Fundamentaliaisiais vadinsime klasikinius sprendiniusΦ0 ir Φ1 su
g0 = 1, g1 = 0 ir g0 = 0, g1 = 1, atitinkamai (žr. 1 pav.↪ivairi ↪u kraštini↪u s↪alyg ↪u atvejais):

L(Φ0) = 0,

L0(Φ0) = 1,

L1(Φ0) = 0,


L(Φ1) = 0,

L0(Φ1) = 0,

L1(Φ1) = 1.

(11)

3.2 lema (Fundamentali↪uj ↪u sprendini↪u savybės).

1) Φ0 yra nedidėjanti funkcija,Φ1 – nemaž˙ejanti funkcija;

2) 0 � Φ0, 0 � Φ1, Φ0 + Φ1 � 1, jei yra pirmojo tipo kraštinė s↪alyga,

0 < Φi � Φ0 + Φ1 � CK := C(P,Q,R), jei nėra pirmojo tipo kraštini↪u s ↪alyg ↪u;

3) ‖Φl‖E � CK .

4. Stabilumo analizė nelokaliam uždaviniui

Stacionariojo (4)–(6) uždavinio su nelokaliomis kraštin˙emis s↪alygomis sprendinio ieško-
kime pavidaluU = UK +y0Φ0+y1Φ1, čiaUK yra (7)–(8) klasikinio kraštinio uždavinio
sprendinys. Tada koeficientaiy0 ir y1 randami sprendžiant dviej↪u algebrini↪u lygči ↪u sis-
tem↪a{

y0 = γ0 < K0,Φ0 > y0 + γ0 < K0,Φ1 > y1 + γ0 < VK ,Φ0 >,

y1 = γ1 < K1,Φ0 > y0 + γ1 < K1,Φ1 > y1 + γ1 < VK ,Φ1 > .
(12)

Apibrėžkime matricas

K :=

(
k00 k01

k10 k11

)
=

(
< K0,Φ0 > < K0,Φ1 >

< K1,Φ0 > < K1,Φ1 >

)
, Φh(xi) :=

(
Φ0(xi) Φ1(xi)

)
.

Tada, kaip parodyta [5], (12) sistemos išsprendžiamum↪a apibrėžia s↪alyga

θ := 1 − γ0k00 − γ1k11 + γ0γ1 detK �= 0. (13)

Tada srityjeΩε := {(γ0, γ1) ∈ R
2
+| |θ| � ε, γl < ε−1}, ε > 0, teisingas stabilumo↪ivertis

‖y0Φ0 + y1Φ1‖E � CK‖(y0, y1)‖∞
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� CKε−3
(
ε + 2 max

i

∑
j

| < Ki,Φj > |
)∑

l

|(< Kl, V >)|. (14)

Sakykime,
∑J

j=1 |αj| + ‖B‖1 + ‖B‖ < ∞. Pasinaudodami (10) nelygybe,↪ivertiname
funkcional↪a

|(< K, V >)| �
( J∑

j=1

|αj| + ‖B‖1

)
‖V ‖∞+‖B‖ ‖δV ‖ � C(‖G‖∞ + ‖F‖1).

4.1 teorema(Uždavinio su nelokaliomis kraštin˙emis s↪alygomis stabilumas).Sakykime,
(γ0, γ1) ∈ Ωε

+,
∑J

j=1 |αj|+‖B‖1+‖B‖+‖Q‖1 < ∞,P ,R < ∞, 0 < p0 � P , q0 � Q.
Tada teisingas uždavinio su nelokaliomis kraštin˙emis s↪alygomis stabilumo↪ivertis

‖U‖E � C (‖G‖+ ‖F‖1) .

4.1 pastaba.Analogiškas teiginys teisingas ir diferencialiniui uždaviniui su nelokaliomis
kraštinėmis s↪alygomis.

4.1 išvada.Tolygaus tinklo atveju teisingas skirtum↪u schemos konvergavimo↪ivertis
‖U − u‖∞ = O(h2) glodiemsu.
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Stationary problems with various nonlocal boundary conditions

A. Štikonas, O. Štikonien˙e, S. Peˇciulytė

In this paper we investigate one-dimensional stationary differential problems with various non-
local boundary conditions and finite difference schemes for them. The boundary conditions of the
first, second and third type are considered and nonlocal part of those boundary conditions can be
integral type or Samarskii and Bitsadze type. The base idea is to use fundamental solutions of
the stationary problems with classical boundary conditions. We find necessary and sufficient sol-
vability conditions for such problems. Stability estimates are proved in the maximum norm. The
convergence of the second order finite difference schemes is proved.


