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1. Stacionarieji uzdaviniai su nelokaliomis slygomis

Krastiniai uzdaviniai su nelokaliomisaygomis yra viena i3 toki sriciy. Skaitiniy me-
todu tokiems kraStiniams uzdaviniamsitkmas ir jy teorinis pagrindimas yra aktualus
skaiiuojamojoje matematikoje. Sie uZdaviniai tiriami tiek uZsienio, tiek Lietuvos moks-
lininky darbuose (Zr. [3, 5, 6] ir ten cituojantiteratira). Darbuose [3, 5] buvo surastos
batinos ir pakankamos kai kurikrastini uzdaviny idsprendziamumoasygos. Siame
darbe mes siakhe apibendrinti rezultatus, paskelbtus straipsnyje [4], kai krastinio uZzda-
vinio koeficientai yra nepastog, o krasties slygos yravairesres.

Nagrinésime stacionaiji krastin, uzdaviri su nelokaliomis kraSti@mis slygomis:

d
L) = (o) 32 + gl =1, we (0.1), )
Lo(u) := 0 < ko, u > +go, (2)
Li(u) :=m1 < ki,u> 441, 3)

Ciap(x) = po > 0, q(z) > qo > 0. Krastirés slygos gali luti pirmojo tipo

Li(u) := u|g—
arba q

Li(u) = (=) p(a) - + @)
I =0,1. Kair(l) = 0, tai krastireé salyga yra antrojo tipo. Atvejis(l) > 0 atitinka
treCiojo tipo krastire salyga. Jeigu abi krastes slygos (kaiz = 0,1) yra antrojo tipo,
tai papildomai reikalausime(x) > go > 0. Nelokalios galygos apibeZiamos tiesiniais
funkcionalaisk;:

J 1
< kju>= Za{u(a{) + /o (Bi(z)u(z) + Bi(z)u'(z))dz,

¢ia0 < a}f < ... < af <. Laikysime, kad koeficientai, ¢, 5,(z), Bi(z), f(x) yratokie,
kad garantuojamas klasikinigy( = 72 = 0) uzdavinio iSsprendZziamumas tam tikroje
funkciju klagje (pvz.,C? arbalWy ). Koeficientaiy, ir v» apibezia nelokaliSkumo svor
krastireje salygoje.
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2. Baigtiniy skirtum uy schemos

Atkarpoje [0, 1] apib®©zkime diskratji tinklaw = @" = {0 = 29 < 71 < ... <
Tn = 1}, hy = x; — ;21,1 < @ < n. Formaliai laikysime, kadvy = hp41 = 0,
r_1 =0,7,,1 = . Naudosime papildomus diskiiedsius tinklusw” = o~ {zg, z,,},
w1/2 {zivilzips = (@it@iy1)/2, "1 <i<nphipr = (hithiv1)/2,0 <i<n.
Aplbrezklme diskreiiosius operatorius, skallarines sandaugas ir normas:

(0U)iy 3 = (Uisr = Ui)/hia, (OV)i = (Vigy =Vieg)/hiy s
U V)un =Y UiVihy 1, Z Ui_1Vi1hi,
=0

12]c0 w = max|Z(z)],
TEW

Z |Ui|hi+§-
i=0

Funkciju reikSmeéms ne tinklo taskuose naudosime tigdimterpoliavima Z(x) :=
&hi_x i—1 T MZZ! kaix € [xz 17371]
UzZraSykime antros e baigtiniy skirtumy schemas (1)—(3) stacionariesiems uzdavi-

niams:

L(U) := =6(PsU)+ QU = F, (4)
Lo(U) := v < Ko,U > +go, (5)
Li(U) :=m < K1,U > +g1, (6)
Cia
LZ(U) = U|i=nl
arba

Li(U) == (_1)l+1(P(SU)|i:'nl+(—1)"1/2 + RuUni — b1 72(Fni — QuiUni),

0 K yra tiesiniai diskretieji funkcionalai

J
< K, U >=>Y ajU(a}) + (B, U)+(Bi, 8U).
j=1

Kaip ir diferencialiniame uzdavinyje laikysime, kddl> po > 0, R; > 0,Q > qo > 0
(jei abi krastires slygos yra antrojo tipo, tuomet > 0). Visu Siy skirtumy scheny ap-
roksimacija pakankamai glodiems sprendiniams (p¥z.klasgje ir prie atitinkanu glo-
dumo reikalaviny (1)—(3) uzdavinio koeficientams) ir tolygiam tinklui ye(h?) eiles.
ZymesimeGy = go, G, = g1.

3. Klasikinio uzdavinio analizé

Kai v = 0, 71 = 0, tuomet sprendziame klasikinius krastinius uzdavinius. Jeigu kairia-
jame (deSiniajame) kraSte duota antrojo arbeitje tipo krastire salyga, priimsime, kad
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P_1/5 =0 (P,41/2 = 0). Tinklo taskus, kuriuose yra pirmojo tipo kra&tisalyga, pri-
skirsime tinkluiow C {xo, z,}. Tada (4)—(6) skirtum schera patogu perrasyti pavidalu

E(U) ::—(S(P(SU)—&—QU:}F7 T € w=a" \ dw, @)
Ly(U):=U =G, x; € 0w, (8)
tiaQ = Q, F = F,kaiz; € wh, ir Qi = Qi + Ri/hit1/2, F, = F; + Gi/hit1)2
kituose taskuose. Kalkw = @, t.y. abi kraSties slygos yra ne pirmojo tipo, apibkime

U = 0. Kitais atvejai bus viena i$ trij funkciju 2: G, + 5% Go, £ G,,, 552Gy Tada
funkcijaW = U — U yra krastinio uzdavinio

L(W) = —§(P6W) + QW = F + \/5F - §(VPG), )
Lo(W) =0,

suF = \/QU, G = vP&§U. KadangilV | 5., = 0, tai Siam uZdaviniui teisinga energegin’
nelygyte

IVPsW || + H\/56WH2<\IleHW\IwHI\/FéWH H@IHI\/@WI 17
Pasinaudag diskreiaja Sobolevadéties teorema [1, 2]
W12 < 2(UI6W|* + min{Wg, Wi, [[W]]*/1},

gauname

W1 + IVPSW P + 1y @sw 2
< O(P.Q. R (|F 1L [W e + IVPOW [T + /G 7).

ir C(P,Q,R) <2(l/po + 1/ max(lqo, Ro, Ry)). I3 3ios nelygybs iSplaukidverciai
IWlleo + W < C(IF]2 + IGI| + [F),
HUHoo+H5UH<C(Hﬁ\|1+\|\/ﬁ\|oo\|5ml+ QI HUHoo)HIUHooHIWH-

3.1 lema(Uzdavinio su klasikiemis krastiemis slygomis stabilumas)leigu P < p1,
IQIl1 < ¢1, tuomet teisingas stabilunieertis

10Ul = [Ulloo + 16Ul < C(P, Q, R)(|F[1 + |G]o0)- (10)

Darbuose [3, 5] paslytas nelokaliju uzdaviniy tyrimo metodas, kuriuo krastinio
uzdavinio su nelokaliomisadygomis sprendinio ieSkoma kaip fundamentplispren-
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1 pav. Fundamentalieji sprendiniai.

diniy tiesinio derinio. Fundamentaliaisiais vadinsime klasikinius sprendijLis ®; su
go=1,91 =01irgo =0, g1 = 1, atitinkamai (Zr. 1 pavivairiy kraStiniy salygu atvejais):

L(®0) =0, L(®1) =0,
Lo(®o) =1, Lo(®1) =0, (11)
Ly (®g) =0, Ly(®) =1

3.2 lema (Fundamentaljju sprendinil savyles).
1) @ yra nedicjanti funkcija ®; — nemagjanti funkcija
2)0 < Pg, 0 < Py, Py + D1 < 1, jeiyra pirmojo tipo krastire salyga
0<®; <P+ P <O :=C(P,Q, R), jei néra pirmojo tipo krastini salygu;
3) @[z < Ck-

4. Stabilumo analiz nelokaliam uzdaviniui
Stacionariojo (4)—(6) uzdavinio su nelokaliomis kraétins slygomis sprendinio ieSko-
kime pavidalW = Uy +y0®o+ 11 P1, CiaUgk yra (7)—(8) klasikinio krastinio uzdavinio

sprendinys. Tada koeficientgj ir y; randami sprendzZiant dvigjalgebrini lygciu sis-
tema

{on’Yo<Ko7<I>o>yo+’Vo<Ko7q>1>y1+70<VK7¢0>7 (12)

y1=7 <Ki,P >y +7 < Ki,P1 >y +71 < Vg, P1>.
ApibréZkime matricas

K — koo ko1 _ < Ko, 9 > < Ko, ®1 >
" \kio k1) \< Ki,®0> < Ky, P >

) ;o Bu(xi) = (Po(zi) P1(xs)).
Tada, kaip parodyta [5], (12) sistemos iSsprendZiamapibeZia @lyga

0 :=1—vokoo — y1k11 + Yoy det K # 0. (13)
Tada srityje2® := {(y0,71) € R%| 0] = €, < e '}, e > 0, teisingas stabilumivertis

[y0®o + v1P1l|E < Cx [[(y0, ¥1) o
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<Ok (e +2max >0 | < Ky > ) S I(< KV >)l (14)
(]
J l

Sakykime,z;,]=1 |a?| + || B|l1 + ||B]| < oc. Pasinaudodami (10) nelygykigertiname
funkcionah

J
(<K, V>)| < (Z o] + |B|1> IVl +IBI 6V < CI1G oo + [1F1]1).

j=1

4.1 teorema(UZdavinio su nelokaliomis kraS&mis slygomis stabilumas)Sakykime,
(0, 11) € Q5,35 [0 [+]| B+ BII+|QI < 00, P, R < 00,0 < po < P,go < Q.
Tada teisingas uZdavinio su nelokaliomis kradtims slygomis stabilumdvertis

1Ulle < CAUGH+ 1)

4.1 pastabaAnalogiSkas teiginys teisingas ir diferencialiniui uzdaviniui su nelokaliomis
kraStinémis slygomis.

4.1 iSvada. Tolygaus tinklo atveju teisingas skirtumschemos konvergavimgertis
|U — ul|oo = O(h?) glodiemsu.
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Stationary problems with various nonlocal boundary conditions
A. Stikonas, O. Stikonies'S. Peiulyte

In this paper we investigate one-dimensional stationary differential problems with various non-
local boundary conitions and finite difference schemes for them. The boundaryitiond of the
first, second and third type are considered and nonlocal part of those boundaitioosrain be
integral type or Samarskii and Bitsadze type. The base idea is to use fundamental solutions of
the stationary problems with classical boundary d¢towks. We find necessary and sufficient sol-
vability conditions for such problems. Stability estimates are proved in the maximum norm. The
convergence of the second order finite difference schemes is proved.



