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Santrauka. Darbe nagrinéjamas stacionarus Navjé-Stokso uZzdavinys su nehomogenine
krastine salyga neapréztoje srityje. Sukonstruotas krastiniy duomenuy pratesimas j visa sritj,
kuris tenkina vadinamaja Leré nelygybe. Tokio pratesimo sukonstravimas leidzia nehomoge-
ninj uzdavinj suvesti j jau iSnagrinéta uzdavinj su nuline krastine salyga.

Raktiniai Zodziai: Navjée-Stokso sistema, Leré nelygybé, neaprézta sritis.

1 Ivadas

Siame straipsnyje nagrinéjama stacionari Navjé-Stokso sistema

—vAu+ (u-V)u+Vp=f{,
divu =0, (1)

ulBQ = a,

neapréztoje srityje (zr. 2 sk.). Cia u = u(x) = (u1(x),u2(z), uz(x)) — greic¢io vekto-
rius, p = p(z) — slégis, v — klampumo koeficientas, f = f(z) = (f1(x), f2(x), f3(z)) —
iSoriniy jégu tankis, a = a(x) = (a1(x), az(x), as(x)) — krastiniai duomenys.

Apréztoje nevienjungéje srityje £2 C R® su Lipsico krastu 042, susidedanciu i$
N nesikertanciy komponenciy I';, pirma karta (1) uzdavinj nagrinéjo J. Leré [4]. IS
tolydumo lygties divu = 0 isplaukia, kad krastiné funkcija a turi tenkinti butinaja
iSsprendziamumo salyga:

N
a-ndS = /a-ndS:O7 2)
ftmas=3, <

¢ia n — vienetinis iSorinés normalés vektorius.
Taciau (1) uzdavinio iSsprendziamumas buvo jrodytas [4], kai patenkinta salyga:

sz/ a-ndS=0, j=12,...,N. (3)
F.

J

* Tyrima finansuoja Lietuvos mokslo taryba (sutarties Nr. MIP-030/2011).
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Todél 1933 m. J. Leré [4] suformulavo klausima, ar (1) uzdavinys yra iSsprendzia-
mas, kai tenkinama tik (2) salyga. Bendru atveju 8i vadinamoji Leré problema yra
neispresta.

Yra du budai, kaip jrodyti (1) uzdavinio iSsprendziamuma. Abiem atvejais reikia
(1) uzdavinj suvesti j operatorine lygtj su kompaktisku operatoriumi. Tuomet ne-
judamo tasko egzistavimas jrodomas remiantis Leré-Sauderio teorema. Pagrindinis
skirtumas yra aprioriniy jverc¢iy gavime. Pirmuoju metodu apriorinis jvertis gauna-
mas priestaros budu, o antruoju — sukonstruojamas krastiniy duomeny a pratesimas
A (e, x), kuris tenkina Leré nelygybe

‘/Q(u~V)A~ud:c

< Ec/ |Vu]? dz, Yue Wi(£), (4)
(]

su konstanta ¢ nepriklausancia nuo €. Bendru atveju apréztoje srityje yra zinomas
srities ir krastinés funkcijos kontrpavyzdys [12], kuriam toks pratesimas nejmanomas.
Taciau simetriniu atveju tokj pratesima sukonstruoti galima [8].

Neapreéztose srityse placdiai iSnagrinétas (1) uZzdavinys su nuline krastine salyga
[9, 2]. Tadiau kai krastiné salyga yra nehomogeniné, (1), (2) uzdavinio iSsprendzia-
mumas bendru atveju néra jrodytas. Bet daugeliu atveju atskiriems sriciy ir krastiniy
salygu tipams galima sukonstruoti tokj pratesima A, kuris tenkina Leré nelygybe.
1999 m. K. Pileckas ir S.A. Nazarov [6] issprendé (1), (2) uzdavinj sluoksnyje, kai
srautas per iSorinj pavirsiy kiek norima didelis. 2002 m. H. Morimoto ir H. Fuji-
ta [5] jrodé (1), (2) uzdavinio iSsprendziamuma dvimacio begalinio simetrinio kanalo
atveju. 2010 m. J. Neustupa [7] nagrinéjo (1), (2) uzdavinj begalinése srityse, kai
sprendinio Dirichlé integralas yra baigtinis, krastinés funkcijos srautai per iSorinius
pavirsius yra bet kokie, o per vidinius — ,mazi”. Minétas uzdavinys iSsprestas, jvertj
gaunant priestaros budu.

Sio straipsnio tikslas yra i$nagrinéti (1), (2) uzdavinj trimatéje begalinéje srityje,
kai sprendinio Dirichlé integralas yra begalinis, be prielaidy apie simetrija ir esant
bet kokiems srautams per iSorinj pavirsiy, o per vidinj pavirSiy imant nulinj srau-
ta. Tam tikslui reikia suvesti nehomogeninj uzdavinj j homogeninj, sukontruojant
tinkama krastiniy duomeny pratesima. Analogiskas uzdavinys dvimaciu atveju buvo
nagrinétas R. Jodelio [1] magistriniame darbe 2001 m.

2 Uzdavinio formulavimas

Tegu 2 C R3 — sritis su vienu iséjimu j begalybe, kuris turi tokj pavidala: D = {x =
(' x3) € 20 |2'| < 1, x3 > 1}, ty. 2 = 0Qp,UD, kur 2r, = 2NC(0, Ry), C(0, Ry) —
rutulys su spinduliu Ry > 0. Cia 2z, = 2o\ B, kur B C {2y — aprézta sritis, o 25 —
vienjungé aprézta sritis. Pazymeékime 02 = [y U Iy, kur I = 0B.

Tarkime, kad suppa C 92NC(0, Ry), kur Ry > Ry. I§ lygybés div u = 0 iSplaukia,
kad nagrinéjamu atveju turi buti patenkintos tokios salygos

/a-ndS:FlgéO, /a-nclS:O7 /a-ndS:—FlgéO,
[eg Fg X

dia X = {x: x3 =t} — i8¢jimo | begalybe D skerspjuvis, o = I'1 N C(0, Ry).
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3 Pratesimo konstravimas ir uzdavinio suvedimas j homoge-
ninj

Tegu « — begalinis glodus konttiras, kertantis 012 taske () € . Kontiira v sudaro
iséjimo j begalybe D asis {z: (71, 22) = 0, x3 > 1}, pusiau begaliné tiesé [ € R\ £2 ir
baigtiné kreivé 4, jungianti asj ir tiese [. Pazymékime Ag(z) ir 0. (z) reguliarizuotus
atstumus nuo tasko x € (2 iki pavirsiaus S = 902\ o ir iki konturo -, atitinkamai.
Priminsime, kad reguliarizuotas atstumas Ag nuo tasko z iki uzdaros aibés G C R"
yra be galo diferencijuojama aibéje R™ \ G funkcija, kuri tenkina nelygybes

a1da(z) < Ac(z) < axde(z),  |D*Ac(z)| < azdy (), (5)

dia dg = dist(z, G) — tikrasis atstumas nuo x iki G, teigiamos konstantos aj, as
priklauso nuo n, o ag priklauso nuo n ir nuo diferencijavimo eilés || (zr. [11]).
Tegu & (1)(:43, ) — nupjautiné Hopfo funkcija, apibrézta formule

W (p.g) = n (6 ()
§ ( 56)_W(El As(l’) )5 (6)

¢ia e € (0,1), ¥ ir p yra tolydzios monotoninés funkcijos:

0 ado  for ¢ L 2
) 1) = 2 X a
) p(t) { ‘<

dp — mazas teigiamas skaicius.

1 lema. Funkcija ¢V (z,¢) = 0, kai p(d,(z)) < As(x). Kreivés v do/2 — aplinka
prilauso Siai aibei. Kai Ag(x) < e <p(6,(x)), tai € (z,e) = 1. Be to,

ce
S ds(x)

06M) (z, )
8:@

Irodymas isplaukia is €1 konstrukeijos ir reguliarizuoto atstumo savybiny.
Srityje {2 jvedame vektorinj lauka

AW (2) = rot (€W (z,¢) - b(x)) = VEW (2,¢) x b(x), (7)

ia b'(z) = &= . |1 yld x dl, b(z) =b'(z)|n
2 lema. Vektorius b(x) yra solenoidinis (t.y divb(z) = 0), rot b(xz) = 0 @r vektoriaus
b(x) cirkuliacija per bet kokj uZdarg konturg, apimanti kreive v, yra lygi —1 (jei
integravimo kryptys nusakomos desinés rankos taisykle). Jei Sis konturas neapima vy,
tai b(x) cirkuliacija per ji lygi nuliui. Be to,

c()

| DSb(x)] < 2T ()’ (8)

Lemos jrodyma galima rasti [10].
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3 lema. Funkcija A" yra be galo diferencijuojama, solenoidiné, lygi nuliui pavir-
Staus S maZoje aplinkoje ir aibés v N §2 dy/2-aplinkoje. Be to,

! 1

/A<1> ds = 1. (10)

AW (@)] <

W (p ¢
vt

Irodymas. Pirmosios lemos dalies jrodymas iSplaukia is pries tai suformuluoty lemy.
Todél lieka jrodyti (9) ir (10). Turime

| < CcE < CcE
S ds(z) - dy(z) T ds(z)’

‘ ‘*|V§1)xs)xb |<‘V§(1 (z,€)| - [b()

IVAD ()| = [V(VED (x,¢)) x b(x) + VEV (,2) x Vb(x)]
< [V(VED (@ \ Ib(@)| + [VE€W (,e)| - [Vb(2)]
c C
<

B@) - dy@) | ds@) - B@)

Kadangi ant pavirsiaus S funkcija €Y = 1, tai remiantis Stokso formule, turime

/A<1>-ndsz—/A<1>-ndsz—/rot(§<1>-b)-ndsz— b-dl. (11)
o X P oxX

Tuomet i$ (11) lygybés ir 2 lemos isplaukia (10). O

Tegu AY = ~FAD, B=(a+A))| . Tada

/ﬁ-ndsz/a-nds+/Agj-ndS:Fl—FlfA“)~ndszo.

Vadinasi, B galima pratesti j {2 tokiu pavidalu (zr. [3])
A®)(2) = 1ot (€2 (z,¢) - B(x)), (12)

¢ia B € W2(2), rot B|, = B ir £€®) — glodi Hopfo tipo nupjautiné funkcija, £ = 1

ant krasto o, supp £ priklauso mazai o aplinkai ir [V£®?) (z)] < d:(am).
Apibrézkime
Ar () = A® (@) - AL (@). (13)

Tuomet akivaizdu, kad div Ag, () =0 ir Ap, (v)]sn = a(x).

4 lema. Bet kokiam w € W3 (02r), VR > Ry su w|po = 0, galioja nelygybé

/ |Ar (x)}2}w(z)|2 dx < cs/ |Vw(x)}2 dx. (14)
QR QR
¢ia konstanta ¢ nepriklauso nuo € ir w.
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Jrodymas. Vektoriniam laukui A(?) teisinga nelygybé (7r. [3])
(2) 2 2 2
AP (2)|"|w(2)|" do < ce |Vw(z)|” da. (15)
QR QR

Lieka jrodyti analogiska nelygybe vektoriniam laukui A™M). I§ (9) jveréio turime
wl?

2 2
/ ‘A(l)(z)|2‘w(z)|2dzgcg/ :lv—Qd:cgc&:(/ |ZZV—2|dx+ |Zlv—2|dz> (16)
I?) 2 @5 2r, 95 D G5

R R

Yra zinoma (zr. [3]), kad bet kokiam w, kuris lygus nuliui aibéje 92g, N 912, yra
teisingas jvertis

2
/ |W2| dx < c/ |Vw|? dz, (17)
QRo d ‘QRO

*

¢ia d, = dist(z, 020 NN\ o).
Be to, [10] straipsnyje yra jrodyta, kad

/ —dr <c | |Vw|*da. (18)
D
Taigi, i$ (16)—(18) nelygybiu gauname

/ ‘A(l)(x)‘2‘w(ac)|2dac gce/ |Vw(ac)|2dac. (19)
Q

R R
Tuomet i$ (15), (19) iSplaukia (14). O
Kadangi per vidinj pavirsiy srautas yra nulinis, tai krastinés funkcijos a|, prate-

sima Ay, kuris tenkina Leré nelygybe, galima sukonstruoti remiantis [3].
Taigi, vektorinis laukas A = A, + A turi savybes: divA =0, Alpp =air

/ |A]2[u? dx < cs/ |Vu|?dz, VR > Ry. (20)
2r Qr

Imdami u = v + A, nehomogeninj uzdavinj suvedéme j gerai zinoma homogeninj:

—VAV+ ((v+A) - V)V+(v- V) A+ Vp=f+vAA - (A-V)A,
divv =0, (21)
V|39 =0.

1 pastaba. Tiek vektoriaus A, tiek (21) uzdavinio sprendinio Dirichlé integralas pagal
visa sritj {2 yra begalinis (dél srities geometrijos).
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SUMMARY

Stationary Navier—Stokes equations with non-homogeneous boundary condition
in the unbounded domain
K. Kaulakyté

In this paper the stationary Navier—Stokes system with non-homogeneous boundary condition is
studied in the unbounded domain. The extension of the boundary value satisfying Leray’s inequality
is constructed. Therefore the non-homogeneous boundary problem could be reduced to the homoge-
neous one which was already investigated before.

Keywords: Navier-Stokes system, Leray’s inequality, unbounded domain.
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