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Santrauka. Darbe nagrinéjamas skyscio judéjimo elastingame vamzdyje matematinis mo-
delis, aprasomas hiperboline lygc¢iy sistema. Atliekama $iy lygciy asimptotiné analizé, kuri
leidzia periodiniu atveju nustatyti bangy rezonansinés saveikos atsiradimo salygas. Konst-
ruojama suvidurkintoji integraliniy diferencialiniy lygciu sistema, tolygiai tinkamam ilgame
laiko intervale ir dideliame erdvinio kintamojo kitimo intervale, asimptotiniam sprendiniui
rasti.

Raktiniai zodziai: asimptotiné analizé, bangy saveika, hiperbolinés lygciy sistemos, rezonansas,

vidurkinimas.

1. Straipsnyje nagrinéjama zinoma literaturoje [7] hiperboliné lyg¢iy sistema, apra-
Santi skyscio judéjima vamzdyje. Pradzioje skystis yra rimties buisenoje. Nagrinéjami
mazi trikdziai ir tirlama bangos saveika su vamzdzio sienelémis, kurios gali buti elas-
tingos. Analogiskomis lygtimis aprasomas sekliyjy vandeny matematinis modelis [4],
taip pat skyscio judéjimas kanale. Tokios sistemos Kosi uzdavinys buvo tyrinéjamas
straipsnyje [2]. Siame darbe nagrinéjamas krastinis uzdavinys, kai pradiniu laiko mo-
mentu zinoma skyscio busena, o viename vamzdzio gale uzduodama skyscio judéjima
aprasanti funkcija. Panasiai nagrinéjamas stumoklio uzdavinys [1, 8].

2. Nagrinésime lygciy sistema, aprasancia skysc¢io judéjima elastingame vamzdyje
(zr., pvz. [6]):
p(u’t + uux) = _pl‘7
(pA): + (pAu), =0, (1)
p=Pp),

dia A = A(p, x) — vamzdzio skerspjuvio plotas, u = u(t, z), p = p(t,x), p = p(p,S) —

vidutinés skerspjuvio reikSmés atitinkamai greitis, skycio slégis ir tankis, ¢ — laikas,

x — erdvinis kintamasis, S — entropija, kuria siame straipsnyje laikome konstanta.
TIeskosime (1) sistemos asimptotinio sprendinio

u(t, x;e) = ug + euy(et, ex; €),
p(t,z;€) = po + ep1(et, ex;€),
A(p,x;e) = Ag + Ay (ep, ex; e),
p(p, S;€) = po + ep1(ep,eS;e),
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£ — mazas teigiamas parametras, t.y. bus nagrinéjamos (1) sistemos mazos amplitudés
bangos. Irase (2) i (1), gauname sistema su mazu parametru e:

£poU1s + EpotioUis + £2potrtiy + E2p1ury + €2 pruguiy + £2p1ur U,
= —ePy(po)p1z — € Ppp(po)p1pic + O(?)
e2A1,P,(po)pitpo + €Aopir + 2p1: A1 + epoAoturs + 2poto A1y Po(p0) p1a
+ e2poArury + eAotopia + 2 Aguipre + €2 Aoprurs + e2upA1p1a + O(e3).
(3)
Atlike algebrinius pertvarkius ir padaline kiekviena sistemos lygti is €, gauname:
P
Uit + UoU1x + Mpu
Po
€ 2
= —p—(/)omuu + upp1Uiy + pruar + pOPpp(pO)plplx) + O(E ),
0
PoUL +€u0plx + pit
=4 (PoA1pPy(po)p1e + A1p1 + potoA1pPp(po)piz + poAitis

+ Aou1pie + Aopruis + UOAlplx) + 0(52)-

Pakeite kintamuosius

1 P
up = (7’1 + 7’)(/)0)7’2),

p1 = 1(7«2 _ Lrl)
2 Py(p0) )’

perrasome (4) sistema Rymano invariantais r1, ro:

(r1ie — aras) + uo(riz — araeg) + poc(riz + arey) = 26 Fh,
(1 + aras) + uo(riz + arag) + poa(riz — arey) = 20eFy,

Cia o = - ,
1 () P, (po) 1 (27
Fl__Z(l_po—a—i_MZT 7“17“11~—Z Q—E_Ppp(PO) 172
1 Up 1 1/ 5 wo
I - x - P T
1 (a + o Oé)7”27’1 1 (04 + 0 + ﬂﬂ(P0)>7’27"2
1
+ Tong 1Tt + 4—p07’17’2t - 4—p07”27’1t - mrﬂ%
1 A1 pga Al 1 P8A1 « Al
B o— _ = AP A1 _ 2 Polp> A1
2 2 ( AO Aoa i 2 AO + AQ "2t
1 ’U,OAl p0A1 ’U,OAlpngé 1
2 ( A()Oé AO + AO Ma + 200 e
1 UOA1 pgqulpa + poAla r _ gr r
2 AO AO AO 2z 2 272z
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Sudéje sios sistemos lygtis, gausime pirmaja sistemos lygti, atéme sistemos lygtis —
atraja lygti. Tuomet sistema (6) atrodo taip:
Tt + M7 = e(F1 + aky),
F (7)
Tt + AaToy = E(FQ - —1>7

«
¢ia A\1 = ug — \/Pp(po), Ao = ug + \/Pp(po).

Pastebékime, kad gautosios (7) sistemos atskiras atvejis (kai ug = 0 ir funkcija A;
yra konkretaus pavidalo) iSnagrinétas straipsnyje [2].

3. Tegu ug = 0. Ieskome tolygiai tinkamo, ilgajame laiko intervale t € [0,0(c™1)] ir
dideliame erdvinio kintamojo kitimo intervale x € [0, 0(e~1)], asimptotinio sprendi-
nio.
Sistemos (7) Kosi uzdavinys buvo iSnagrinétas straipsnyje [2]. Siame straipsnyje
nagrinéjama (7) sistema su krastinémis salygomis:
T’j(O,l‘):gﬁj(l‘), x=0,7=12 (8)
Tg(t, 0) = ¢2(t), t 2 0.

Jei € = 0, tai tuomet turésime nesutrukdytaja sistema

Tt — \V Pp(PO) Tz = 07
rot + / Pp(pO) 722 = 0,

kurios sprendinys isreiskiamas tokiomis formulémis

r1(t,z) = @1 (z 4+ \/ Po(po) t),

p2(2 = \/Pylpo)t), kaiz > \/Py(po)t,

ro(t,z) = %(t%)’ kait)%.
p\P0 v (Po

Funkcijos u1, p; reiSkiamos Rymano invariantais:

1 P,
up = —<7’1 + ﬂﬁ)v

2 Po
n=3l )
1=5(r2——F——=m |-
2 Py(po)
Funkcijos (10) apraso tolygiai tinkama sprendinj tik nerezonansiniu atveju [2]. Ka-

dangi norédami rasti skleidinio 7 (¢, x; €) = 751 (¢, x)+erja(t, x)+- - - narius rjo, turime
integruoti lygtis pagal charakteristikas

(10)

8rj2 ) 87’]'2

ot ]W = Fj[Tu,T’zl]a Jj=12 (11)

Gausime sekuliariuosius narius et ir ex. Cia zinomos funkcijos desinéje puséje reis-
kiamos taip: F1 = F1 + aFy, Fbh = Fy — %
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Tam, kad asimptotinis skleidinys neturéty siy nariy vidurkiname sistema pagal
charakteristikas [2, 3, 5].
Pazymeékime létuosius kintamuosius 7 = et, £ = ez ir greituosius charakteristinius

kintamuosius y1 = © + Mt, yo = x — \it, 290 =t — Px( - Tai ir yra uzdavinio
p\PO

sprendimas keliy masteliy metodu [7]. Gauname tokia suvidurkinta sistema:

MT[fJ] kai 7 2 \/ PO €7 .7: 1725
M2 [fg kang \/ po f

Tuomet vidurkinimo operatoriai apibréziami taip:

1 T
M_]T [f(tvxv’rvf)] = lim ?A f(sayj + \/ Pp(P())S,T, 5) dS, ] = 172a

T—o0

1 X
MQX[fQ(t,x,T,g)] = lim }/0 f(@—km,r,r,f) dr

Tir + AjTje = { (12)

X —00

1 pastaba. Periodiniu atveju ir kai A sveikieji skaic¢iai, funkcija f integruojama nuo 0
iki 2.

Darome prielaida, kad pradinéms salygoms galioja toks reikalavimas:
Mgl =0, Mj[e] =0, j=1.2 (13)

Perrasome suvidurkintaja sistema (12) taip:

1 Poogoo) i A1ppoPy(po)\/Polpo)
rir + <§+%€)) 1Ty, + P A £ T1y,

B (UOP po)v/Pp(po)

214 )MT [AlpT'Qyz (T gvyl)]

1 P (po)po) poA1pPy(po)/ Po(po)
Tor + Z _ Zpp\FUJPY rT — T
o SRl 240 .
P P
( »(po) 4 Lee (po)po ) raTay,
2po Py(po)

_ P53 Ps(po) y {Mz [A1priy, (1,€,11)],  kai 7= \/P,(po)&
240 M¥[Apriy, (1,6, 22)], kai 7 < mg,

Perrasome krastines (13) salygas (14) sistemai:

r1(0,&,91) = ¢1(v1), (15)
72(0,&, 92, 22) = @2(y2), (16)
r2(7,0, Y2, 22) = P2(22). (17)

4. Gauta nauja integro-diferencialiniy lyg¢iy sistema, kuria iSsprende gausime tolygiai
tinkama srityje 0 < t+ 2 < O(e~!) asimptotinj sprendinj. Pastebékime, kad suvidur-
kintoji sistema (14)—(17) turi kitokj pavidala nei Kosi uzdaviniui, tai buvo atskiras
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Sios sistemos atvejis, iSnagrinétas straipsnyje [2]. Kaip ir ankséiau, nerezonansiniu
atveju sistema issiskaido j nepriklausomas Hopfo lygtis. Sukonstruota suvidurkinta
integraliné diferencialiné lygciu sistema (14)—(17) nebuvo nagrin¢jama literaturoje ir
yra musy tolimesniy tyrimy objektas.
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SUMMARY

The asymptotical analysis of the mathematical model of the fluid flow in the
elastic pipe

A. Krylovas, R. Kriauziené

In this paper the model of the fluid flow in elastic pipe is studied. This model is described by the
system of hyperbolic equations. The asymptotic analysis of these equations allows to investigate
the conditions of the interaction of waves in the resonance case. The averaged system of integro-
differential equations is constructed to find the uniformly valid asymptotic solution in the long time
interval and large interval of the dimensional variable.

Keywords: asymptotical analysis, averaging, interaction of waves, resonance, the systems of hyper-
bolic equations.
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