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Santrauka. Straipsnyje aptariami 2010 mety VPU jaunujy matematiky olimpiados uzda-
viniai ir jy sprendimai.

Raktiniai Zodziai: matematikos olimpiados, uzdaviniy sprendimas.

Siekdami, kad j Lietuvos moksleiviy matematikos olimpiadas patekty visi stip-
riausieji, olimpiady organizatoriai nusprendé vykdyti atrankines olimpiadas, kuriose
galéty dalyvauti visi norintieji, iS kuriy galima buty atrinkti pacius geriausius. To-
kie atrankiniai turai vykdomi nuo 1992 mety. Tai Kauno Technologijos universiteto
prof. S. Matulionio konkursas, Siauliy universiteto matematiky olimpiada ir Vilniaus
pedagoginio universiteto jaunyjy matematiky olimpiada.

2011 m. kovo 19 d. vyko jubiliejiné XX VPU jaunujuy matematiky olimpiada.
Uzduotis parengé docentai A. Kaucikas ir E. Mazétis.

Olimpiadoje dalyvavo apie 130 IX-XII klasiy moksleiviy. Tarp dalyviy buvo mok-
sleiviy, jau pasizyméjusiy ne tik Lietuvos, bet ir tarptautinése olimpiadose. Desimt
dalyviu (po 2-3 i$ kiekvienos klasés) buvo pakviesti j Lietuvos moksleiviy matematikos
olimpiada.

1 IX klasé

1. Isskaidykite daugianarj 8 — 2 + 1 j nenulinio laipsnio daugianariy sandaugs.

Kuby skirtumo skaidymas yra gerai zinomas: z% + 1 = (z + 1)(:432 —x+1).
Irodysime, kad dautasis daugianaris dalijasi i§ 22 — 2 + 1. Kadangi :c —r+1=
28 — 2?2 +( —x+1) =22 - 1)+ (22 —x + 1) = 2%(23 +1)—|—( —x—i—l)
(25 — )(x—i—l)(x —r+1)+@*—2+1)=@*—a+1)(2%+2° — 22 +1).

Atsakymas. P —rt+l=@%-2+1)(a5+2°5 23 —22+1).

2. Ar galima j lentelés n x n langelius surasyti sveikuosius skaicius, kurie ne visi
lygus nuliui, taip, kad kiekvienas ju buty visy jam gretimu skaiciy suma: a) kain = 3;
b) kai n = 4. (Gretimi skaiciai — tai skaiciai, esantys lengeliuose, turin¢iuose bendra
krastine).
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a) I kvadrato 3 x 3 krastiniy vidurius besiremianc¢iuose kvadratéliuose esancius
skaicius pazymeékime taip (1 lentelé):

1 lentelé.
0Oly]|O
T z
0| t] O

Tada pagal salyga kvadratas skaiciais uzpildomas taip (2 lentelé):

2 lentelé.

T+y |y y+z
T S| z
T +1 t z+t

Uzrasome likusias keturias salygas, kurias turi tenkinti lenteléje esantys skaiciai:

zr=x+y+S+zx+t,
y=z+y+S+y+z,
z=y+z+S+z+1,
t=x+t+S+z+t

Is cia
20 +2y+2+2t=0,
20 +2y+2241=0,

r+2y+22+2t=0,
20 +y+22+2t=0.

Atimdami i$ (4) lygties trefiaja, gauname, kad z = ¢t. IS ¢ia gauname, kad lygciu
sistema turi vienintelj sprendinj (0;0;0;0).

Atsakymas: negalima.

b) Pateikiame paprasta kvadrateliy uzpildyma, tenkinantj salyga (3 lentelé):

3 lentelé.
0 1({11]0
-1 0]0|-1
-1 0]0|-1
111

3. Irodykite, kad su visais teigiamais skaiciais x ir y teisinga nelygybé

L1208
Ty Ve ty

Teigiamiems skaiciams a = % irb = % pritaikome nelygybe a + b > 2vab:
ﬁ + ﬁ > y%_y Dabar pakanka jrodyti, kad teisinga nelygybé é/%_y > \Z—‘/%,
kuri ekvivalenti tokiai: /z +y > V2 - ¢y = /2 /Ty. Pakéle kvadratu, gauname
ekvivalencia nelygybe x +y > 2,/xy.

-
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4. Taskas D yra apie trikampj ABC' apibrézto apskritimo lanko AC' vidurio taskas.
Trikampio krastinése AB ir C'B yra taskai K ir L tokie, kad tiesés KL ir AC' —
lygiagrecios. Tieses DK ir DL kertasi su apskritimu taskuose K’ ir L’. Irodykite,
kad taskai K, L, L' ir K’ yra viename apskritime.

Nubréziame per taska D apskritimui liestine M N (1 pav.). Ji lygiagreti su tie-
se AC ir su tiese KL. Tuomet /K'KL = /KDM, /K'L'D = /K'DN. IS ¢ia
LK'KL + ZK'L'L = 180°, o tai reiskia, kad tagkai K, L, L' ir K’ yra viename
apskritime.

2 X klasé
1. Skaiciai a, b ir ¢ yra trikampio krastiniy ilgiai. Irodykite, kad teisinga nelygybé

ab+bc+ca 1
(a+b+c)? s

Nelygybe dauginame iS joje esanciy teigiamy vardikliy, gauname, kad si nelygybé
yra ekvivalenti tokiai: 2ab-+2bc+2ca > a?+b?+c?. Trikampio krastinéms galiojancias
nelygybes a +b > ¢, b+ ¢ > a, ¢ + a > b daugindami atitinkamai is ¢, a, b gauname
teisingas nelygybes ca + bc > 2, ab + ca > a?, bc + ab > b?, kurias sudéje gauname
reikiama nelygybe.

2. Ar galima visus naturaliuosius skaic¢ius nuo 1 iki 16 surasyti: a) j eile; b) ratu
taip, kad bet kuriuy dviejy gretimy skaic¢iy suma buty naturaliojo skaic¢iaus kvadratas?

a) Galima. Vienas i$ varianty yra toks: 16, 9, 7, 2, 14, 11, 5, 4, 12, 13, 3, 6, 10,
15, 1, 8.

b) Tarkime, kad surasome skai¢ius ratu taip, kaip nurodyta salygoje, o skai¢iui 16
gretimi yra skai¢iai o ir y. Tuomet z,y < 15 ir 16 + z = a?, 16 +y = b%. Kadangi
xr <15, tai 16+ < 31, t.y. 16 < a® < 31 ir a® = 25. Analogiskai y < 15, 16+y < 31
ir > = 25. Taigi a = b = 5 — priestara, todél minéty skaiciy ratu pagal uzdavinio
salyga isdestyti negalima.

3. Duotas skaicius 144...4 (n ketverty). Su kuriomis n reikSmeémis Sis skai¢ius
yra naturaliojo skaiciaus kvadratas?

Aigku, kad 144 = 122, 1444 = 382. Jrodysime, kad daugiau tokiy n reiksmiy
néra. Tegul n > 4 ir 1444...4 = n® = 4k?, k € N. Padalije i$ 4, gauname lygybe
361...1 = k2. Kairéje lygybés puséje esantis skai¢ius baigiasi n — 2 vienetais, kuriy

Liet. mat. rink. LMD darbai, 52:83-88, 2011.
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2 pav.

yra ne maziau negu 2. k? = (20 +1)2 = 4(1> +1) + 1, todél 361...10 = 4(12 +1). Bet
skaic¢ius 361 ...10 nesidalija i$ 4, nes jo paskutiniai du skaitmenys yra 10.

Atsakymas: n =2 ir n = 3.

4. Apskritimo centras yra taskas O, styga C'D statmena skersmeniui AB. Styga
AF eina per spindulio OC vidurio taska. Kokiu santykiu styga DFE dalija styga BC?

Sakykime, kad styga AE eina per spindulio OC vidurio taska M (2 pav.), o tiesés
CB ir DE kertasi taske N. Kadangi lankai AC ir AD lygus, tai ZCEA = ZAED =
LACD = ZABC = ZOCB = a. I8 cia seka, kad keturkampis M N EC yra jbréztas
i apskritima, todél ZCNM = ZCEM = «. IS ¢ia seka, kad tiesés M N ir AB yra
lygiagrecios. Kadangi taskas M yra takarpos OC' vidurio taskas, tai atkarpa M N
yra trikampio BOC' viduriné linija. Taigi CN : NB = 1.

3 XI klasé
1. Isspreskite lygciy sistema

Pazyméje ;ﬁ—iﬁ =t > 0, uzrasome israiskas: =z = ﬁ, Yy = ﬁ. Taigi
22 +y? = % = 25&‘};11)2 + 25(351)2. I§ ¢ia gauname sangrazine lygti 25(t* + 1) —

160(t% + t) + 206t* = 0. Pazyméje t + 1 = u > 2, turime, kad ¢? + &% = u® — 2. Taigi

2 _ 32 156 _ _ 26 _ 6 - 1_ 26 _ 1 % qex .
ur— ZFu+ 52 =0,u; =2, up =z Taigit+ ;=% = 5—11 £. [rasg sias reiksmes |
x ir y iSraiSkas, gauname sistemos sprendinius (2;1) ir (z; —z).

2. Skaiciai a, b ir ¢ yra trikampio krastiniy ilgiai. [rodykite, kad teisinga nelygybé

ab + be + ca >1
(a+b+c)2 4

Zr. X klasés 1 uzdavinj.

3. Raskite visus naturalivosius n, su kuriais skaiciaus 5" skaitmeny suma buty
lygi 2™.

Skaic¢ius 5" negali buti (n + 1)-zenklis, nes maziausias (n + 1)-Zenklis skaicius
yra 10™, o 5™ < 10™. Taigi 5™ gali buti daugiausiai n-zenklis, o jo skaitmeny suma
nevirija 9n. I§ ¢ia gauname, kad 2" < 9n. Sia nelygybe tenkina natiiralieji skai¢iai
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F

1,2,3,4ir 5. Kain =6, turime 2% = 64 > 9-6 = 54. Kai n > 6, nelygybé 2" > 9n
akivaizdziai teisinga. Patikrinus n reikSmes 1, 2, 3, 4 ir 5, gauname, kad tik skaicius
53 = 125 skaitmeny suma 8 = 23. Taigi, tinka tik n = 3.

4. Trikampio ABC krastinéje AC yra taskai D ir E tokie, kad AB = AD,
BE = EC, o taskas F yra tarp tasky A ir D. Taskas F yra apie trikampj ABC
apibrézto apskritimo lanko BC' vidurio taskas. Irodykite, kad taskai B, E, D ir F
yra apskritime.

Sakykime, kad ZBDA = « (3 pav.). IS to, kad AD = AB seka, kad ZBAD =
180°—2q. Jbréztinis kampas CBF yra lygus pusei lanko F'C, t.y. ketviréiui lanko BC,
o jbréztinis kampas BAC lygus pusei lanko BC. Taigi ZCBF = $/BAC = 90° — .
Is lygybiy EB = EC ir FB = FC seka, kad ties¢ EF yra takarpos BC vidurio
statmuo, t.y. ZBFFE = «. Taigi atkarpa BE is tasky D ir F' matoma kampu «, t.y.
taskai B, E, D ir F yra viename apskritime.

4 XII klasé

1. Isspreskite lygciy sistema

51(1 + ﬂ—iyg) =12,

Zr. XI klaseés 1 uzdavinj.

2. Kokig liekana gauname 234! padalije i§ 3417

Pastebéje, kad 219 = 1024 = 3 - 341 + 1, gauname, kad 2340 = (210)34 dalijant i§
341 gauname liekana, lygia 1. Taigi 2341 = 2(mod 341). Taigi ieSkoma liekana lygi 2.

3. Skaidius a yra toks, kad a® — a® +a — 2 = 0. Irodykite, kad 3 < a® < 4.

Funkcijos f(z) = 2° — 2% + 2 — 2 idvestine f'(z) = 5z* — 322 + 1 yra bikvadratinis
trinaris, jgyjantis tik teigiamas reikSmes. Taigi f(z) yra didéjanti funkcija. Nesunku
patikrinti, kad f(¥/3) < 0 ir f(3/2) > 0. Taigi lygtis f(z) = 0 intervale (v/3; ¥/2) turi
vienintelj sprendinj.

4. T trikampj ABC jbréztas apskritimas krastines BC,CA ir AB lie¢ia taskuose
A, By ir C1. Apie trikampj ABC' apibrézto apskritimo lanky BAC,CBA ir ABC
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vidurio taskai yra As, By ir Cy. Irodykite, kad tiesés Ay Ay, By By ir C1C5 susikerta
viename taske.

Sakykime, kad trikampio krastine AC' jbréztas apskritimas liecia taske B1, o lanko
ABC vidurio taskas Bs (4 pav.). Jei tagkai I ir O — jbrézto ir apibrézto apskritimy
centrai, tai IB; L AC, o tiesé OBsy — atkarpos AC' vidurio statmuo, t.y. OBy 1 AC.
Taigi tiesés I1B; ir OBs yra lygiagrecios, todél keturkampis I B1OBsy yra trapecija.
Sakykime, kad trapecijos istrizainés By By ir 1O kertasi taske M. Tuomet OM : M1 =
OBy : IB; = R :r, ¢ia r ir R yra jbrézto j trikampj ABC' ir apibrézto apie trikampj
ABC apskritimy spinduliai. Analogiskai, jei tiesés A1 Ay ir 1O kertasi taske @, tai
OQ : QI =R :r, o jei tiesés C1Cs ir 10 kertasi taske NV, tai ON : NI = R : r. Taigi
taskai M, @ ir N sutampa, taigi tiesés A; As, B1 By ir C1C5 kertasi viename taske.
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SUMMARY

Survey of VPU olympiad 2011 for young mathematicians

E. Jakaityté, A. Kaucikas, E. Mazétis

The texts and solutions of the VPU young mathematicians olympiad — 2011 are presented.
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