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Santrauka. Straipsnyje nagrinéjamos kai kuriy kombinatorikos ir statistikos terminy api-
bréztys. Siekiant issiaiskinti, kodél mokiniai taip sunkiai jsisavina tam tikras kombinatorikos,
tikimybiy teorijos ir statistikos srities zinias, analizuojama mokomoji literatiira — nagrinéja-
mos deriniy, gretiniy ir imties savokos bei juy apibréztys. Parodomi mokykliniuose vadove-
liuose pasitaikantys suformuluoty apibrézéiy trukumai ir pasiuloma, kaip jy iSvengti.
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Ivadas

Kiekviena matematikos Saka pasizymi savo aksiomomis ir tik jai budinga logika. Sta-
tistika savo matematine logika labai skiriasi nuo tradicinés klasikinés matematikos.
Galbut tai ir yra viena is priezasciy, kodél mokiniai taip sunkiai jsisavina kombinato-
rikos, tikimybiy teorijos ir statistikos zinias. IS mokyklos atsinesamos pavirsutiniskos
Sios srities zinios salygoja tai, jog tarp nematematiniy specialybiy studenty $i mate-
matikos Saka yra viena i§ maziausiai mégstamuy.

Taciau Sios matematikos Sakos reikSmingumas yra neginc¢ijamas. Tai jrodo jos
platus taikymas ne tik moksle, bet ir jvairiose kitose gyvenimo srityse: medicino-
je, bankininkystéje, versle, oficialiojoje valstybés statistikoje ir t.t. Idomu tai, jog,
pavyzdziui, Vokietijos mokyklose statistikos mokoma zymiai placiau ir didesne apim-
timi [9].

Visa tai skatina ieskoti buidy, kaip geriau isdéstyti $ia matematikos sritj. Sis
straipsnis, kaip ir kiti autoriy iSspausdinti straipsniai [4, 5], sitlo kai kuriy Sios srities
metodiniy problemy sprendimus.

1 Siek tiek istorijos

Pagrindinés kombinatorikos savokos kildinamos i$ antikos laiky. Jau VI amziuje pr.
Kr. indy gydytojas Sushruta nagrinéjo, kiek is 6 skirtingy skoniy galima sudary-
ti skirtingy kombinacijy. Taip pat kombinatoriniai skaic¢iavimai, susije su Schroder
skaiciais, randami Chrysippus (IIT a. pr. Kr.) ir Hipparchus (IT a. pr. Kr.) darbuose.
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1 lentelé. Deriniy ir gretiniy terminai kitomis kalbomis.

Lietuviy Angly Vokieciy Prancuzy

derinys combination Kombination combinaison
gretinys  arrangement Variation arrangement

Kombinatorikos mokslas toliau buvo plétojamas viduramziais. Indy matematikas
Mahavira (apie 850 m.) pasiule kéliniy ir deriniy skai¢iavimo formules. Filosofas ir
astronomas Rabbi Abraham ibn Ezra (apie 1140 m.) nustaté binominiy koeficienty
simetriskuma, tac¢iau visa formulé buvo sukurta 1321 m. matematiko Levi ben Gerson
(labiau zinomas kaip Gersonides).

Renesanso metu kombinatorikos teorija iSgyveno atgimima. XX a. antroje puséje
kombinatorikos mokslo plétote rodo daugybé sia tematika leidziamy moksliniy zurnaly
ir vykstanciy konferencijuy. Besivystydama kombinatorikos teorija integravosi ir j kitas
matematikos sritis: algebra, tikimybiy teorija, statistika, funkcine analize ir t.t. [11]

Palyginimui 1 lenteléje pateikiami deriniy ir gretiniy terminai kitomis kalbomis.

2 Kombinatorika. Gretiniy ir deriniy sgvokos

Kombinatorika nagrinéja kiek skirtingy junginiy ar rinkiniy, tenkinanéiy tam tikras
salygas, galima sudaryti i§ nurodyty objekty. Siam uzdaviniui spresti mokiniams
siulomi trys pagrindiniai budai:

Pirmas budas — grynai praktinis. Uztenka tiesiog iSrasyti visus galimus atvejus
ir po to juos suskaiciuoti. Jis taikytinas tik tais atvejais, kai rinkiniy yra nedaug.
Tada egzistuoja galimybé ir vizualizuoti atliekamus skaiciavimus, pateikiant medziaga
mokiniams suprantamiau.

Antras budas — rinkiniy skaic¢iy galima surasti taikant kombinatoring daugybos
(sudéties) taisykle.

Trecias budas — pabandyti pasinaudoti gretiniy ar deriniy apibréztimis.

Paanalizuokime gretiniy ir deriniy savokas.

Atverskime pakankamai pilng ir gerai parengta V. Pekarsko matematikos kurso
kartojimo medziaga [8] ir pasistenkime suprasti, kas yra gretiniai ir kéliniai:

1 apibreéztis. Junginiai, sudaryti i n elementy po m elementy, kurie skiriasi vienas
nuo kito bent vienu elementu arba elementy tvarka, vadinami gretiniais i§ n elementy
po m.

Gretiniai, sudaryti i$ visy duotyjy elementy, vadinami kéliniais.

Labai panasiai §i savoka apibréziama ir desimtosios klasés vadovélyje [1]:

2 apibréztis. Gretiniais iS n elementy po k vadinami tokie rinkiniai, kuriy kiekvienas
turi k£ elementy, pasirinkty iS n elementy, ir kurie vienas nuo kito skiriasi arba bent
vienu elementu, arba elementy isdéstymo tvarka.

Gretiniy i n elementy po k skai¢iy Zymésime A% .

Kéliniais iS n elementy vadinami tokie rinkiniai, kuriy kiekvienas sudarytas is$
visy n elementy ir kurie vienas nuo kito skiriasi tik elementy iSdéstymo tvarka.

Keéliniy, sudaryty i n elementy, skai¢iy zymime P, .
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Is siy apibrézéiy aisku, kad keéliniai yra atskiras gretiniy atvejis. Jeigu rinkiniai
sudaryti i$ visy elementuy, tai jie gali vadintis ir gretiniais, ir kéliniais. Taip pat svarbus
gretiniy atskiras atvejis, kai k = n, pavadintas kitu vardu — keélinys.

Panasiai V. Pekarsko knygoje [8] apibréziami ir deriniai:

3 apibréztis. Junginiai, sudaryti iS n elementy po m, kurie skiriasi vienas nuo kito
bent vienu elementu, bet ne juy tvarka, vadinami deriniais iS n elementy po m.

Desimtosios klaseés vadovélyje [1] randame:

4 apibréztis. Deriniais i$ n elementy po k vadinami tokie rinkiniai, kuriy kiekvienas
turi po k elementy, pasirinkty i n elementy, ir kurie vienas nuo kito skiriasi bent
vienu elementu.

Deriniy i8 n elementy po k skai¢iy Zymime C¥.

Remiantis Siomis apibréztimis, pabandykime nustatyti gretiniy ir deriniy skaiciy.
Pasirodo, kad juy skaiciaus tiksliai nustatyti neimanoma. Pavyzdziui, j klausima, kam
lygus kéliniy skaicius P,, korektskas atsakymas, tiesiogiai gaunamas is apibrézciy,
turéty buti toks: 1 < P, < n! Panasiai gretiniy skaicius i$ siy apibrézéiy gaunamas:
1 < AF < n!/(n — k)!. Taip atsitinka todél, kad apibréztyse nieko nepasakyta apie
visa tam tikry rinkiniy aibe, o nurodoma tik tai, kaip turi buti sudaryti atitinkami
rinkiniai. Todél jeigu iS trijy elementy 7, 8 ir 9 rinksime rinkinius po tris elementus,
tai pagal tokia apibréztj kéliniais tinka vadinti aibes {789;798; 879} arba {789;897},
nes abiejose aibése rinkiniai vienas nuo kito skiriasi tik iSsidéstymo tvarka. Todél
kéliniy skaiciy i triju elementy po tris gavome lygy trims arba dviem.

Dar daugiau, naudojantis siomis apibréztimis, pasitaiko atveju, kai gretiniai niekuo
nesiskiria nuo deriniy. Pavyzdziui, tegu pradiné aibé sudaryta is triju elementy A,
B, C, t.y., n = 3. Be to, tegu k = 2. Tada rinkiniai AB, BC,C' A yra ir deriniai, ir
gretiniai kartu.

Skirtumas tarp gretiniy ir deriniy isryskeéja tada, kai paimame visus gretinius ir
visus derinius i$ n elementy po k ir lyginame Sias dvi aibes. Taciau tai nepaminéta
apibréztyse. Todél Sios apibréztys turéty buti patobulintos. Palyginimui pateikiame
korektiskg J. Kubilius [6] apibréztj:

5 apibréztis. Duota aibé ai,as,...,a,. Gretiniu be pasikartojimy is n elementy
po 7 elementy vadinamas bet kuris sutvarkytas duotosios aibés poaibis is r elementy
a1, 2, . .., a;. Du gretiniai skiriasi arba tais paciais elementais, arba juy tvarka;
elementai negali pasikartoti tame paciame gretinyje. <...> Taigi VISU gretiniy be
pasikartojimuy i$ n elementu po r skaicius yra A .

Apskritai derinys ir gretinys yra daugiau visos rinkiniy aibés savybé. Todél geriau
buty apibrézti visy pirma pilna gretiniy ir deriniy aibe, o po to, tos aibés atskiraji
elementg vadinti gretiniu ar deriniu, nes pacios aibés struktura nulemia, ar jos ele-
mentas yra gretinys, ar derinys. Taigi siulome i$ pradziy jvesti gretiniy ir deriniy
aibés apibréztis, nes butent aibés sudarymo principas apsprendzia ir atskiria greti-
nius nuo deriniy. Visy gretiniy ir visy deriniy aibiy sankirta yra ne tuscia aibé. Dar
daugiau, visy deriniy aibé iS esmés yra visy gretiniy aibés poaibis. Todél savokos
»gretinys“ ir ,derinys“ gali buti neatskiriamos, jeigu kalbama apie viena elementa.
Dél sios priezasties jy geriau nenaudoti vienaskaitoje. Siulome tokia deriniy apibréztj:
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6 apibréztis. Duota aibé ai,as,...,a,. Aibé, sudaryta is visy galimy rinkiniy is n
elementy po k, kurie skiriasi vienas nuo kito bent vienu elementu, vadinama deriniy
aibe i§ n elementy po k. Sios aibés elementy skai¢iy zymésime C*.

3 Statistika. Imties sgvoka

Tarkime, reikia atlikti kokj nors statistinj tyrima. Todél turime tiksliai iSsiaiskinti tris
pagrindines savokas: kas tai yra imtis, imties dydis ir duomenys. Gal Siuos dalykus
galétumeéme issiaiskinti pasitelke mokyklos vadoveli? Atsiverte ji [1] perskaitome:

7 apibréztis. Surinkti duomenys vadinami imtimi, surinkty duomeny skaicius imties
dydziu.

Kad buty aiskiau, panagrinékime pavyzdj. Tegu i§ 100 zmoniy nutarta isrinkti
20 zmoniy imtj. Norime istirti tris ju pozymius: pajamu dydj, darbuotoju skaiciy ir
imoneés patalpy ploto dydj. Atlike s§j statistinj tyrima, gausime trijy tipy duomenis.
Ar tai reiskia, kad turime tris imtis?

Is tikryjy imtj sudaro tos dvidesimt iSrinkty jmoniy. Imties dydis yra lygus 20.
Imtis néra duomenys, skaiciai. Imtj sudaro tiriami objektai, siuo atveju jmoneés. Is-
rinkus imtj, gali buti istirti vienokie ar kitokie jos pozymiai. Taip gaunami duomenys
apie kiekvieng pozymij. Palyginus V. Cekanavi¢iaus ir G. Murausko [3] bei $altiniuose
[2, 10] pateiktas apibréztis, korektiska ,imties* apibréztis butuy:

8 apibréztis. Populiacija — objekty, kuriy pozymiai tiriami, aibé. Imtis — tai popu-
liacijos dalis, naudojama statistiniam tyrimui.

Zodis ,,populiacija“ daznai siejamas su biologija. Cia §i savoka turi platesne prasme
ir Zymi bet kokiy statistiskai tiriamy objekty aibe [6, 7].

Sugrizkime prie mokyklinés apibrézties. Netikslinga duomenis tapatinti su imtimi.
Gali buti taip, kad imtis isrinkta, o duomeny negauta. Pavyzdziui, dél vienokiy ar
kitokiu priezasciu visos dvidesimt jmoniy nepateiké jokiuy duomeny (neatsake i apklau-
sa), nors imtis buvo iSrinkta. Be to, tapatindami duomenis su imtimi, susiduriame
ir su kai kuriais matematiniais rezultaty apdorojimo keblumais. Tai atsitinka tais
atvejais, kai dalis tiriamos populiacijos neatsako j apklausa. Tokiu atveju gauname,
kad imties dydis yra atsitiktinis.

4 IsSvados

Kadangi matematika yra grindziama tikslia logika, tai ir jos pagrindas — savokos — turi
buti apibréztos tiksliai ir vienareiksmiskai. Matematikoje kiekvienas zodis, zenklas
yra labai svarbus, todél ju vartojimas (ar nevartojimas) turi buti pagristas.

Mokyklinéje matematikoje, besistengiant paprasciau, suprantamiau isaiskinti pag-
rindines savokas (kas yra labai sveikintina), svarbu neperzengti tam tikros ribos ir
apibrézti Sias savokas ne tik paprastai ir suprantamai, bet ir matematiskai teisingai.
Be to, matematinis tikslumas daznai ne tik neapsunkina, bet, atvirksciai, palengvi-
na, padeda geriau suprasti iSvestiniy savoky ir terminy apibréztis. Tai ir bandoma
parodyti Siame straipsnyje.
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SUMMARY

Some aspects of teaching combinatorics and statistics
A. Kavaliauskas, I.Zilinskiené

The paper deals with some definitions of combinatorial and statistical terms. Trying to find out why
some certain knowledge of combinatory, probability theory ant statistics is difficult to acquire for
pupils, some schoolbooks of mathematics are examined. The definitions of terms like Combinations,
Arrangements, Sample are analyzed. Some shortcomings of the definitions are highlighted together
with proposals for their improvement.

Keywords: teaching mathematics, combinatorics, statistics, mathematical concepts.
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