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Santrauka. Lietuvos vidurinés mokyklos pereina prie naujy, moduliniy programy. Straips-
nyje aptariama viena i§ moduliy temy — funkcinés lygtys. Rekomenduojama klausimo lite-
ratira, analizuojami konkretus pavyzdziai ir tipinés klaidos.

Raktiniai zodziai: matematikos déstymas, funkcinés lygtys, olimpiados.

Funkcinés lygtys mokykloje ne naujiena — ju budavo ir olimpiadose, ir jvairiy eg-
zaminy uzduotyse. Tiesa, mokinys kartais ir nesuvokdavo, kad jis sprendzia funkcine
lygti. Pavyzdziui, Lietuvoje per stojamuosius egzaminus yra buves toks uzdavinys.

Funkcija f(x) su visais x # 0 tenkina lygybe 2f(x) + 3f(1/x) = bx. Raskite
f@ /v 4).

Cia mokiniui nieko nereikia zinoti — nei kas ta funkciné lygtis, nei kas yra jos
sprendiniai. Istates x = 1/4, jis gauna lygti 2f(1/4)+3f(4) = 5/4, bet joje kaip ir du
,hezinomieji“. Visa gudrybé — pastebéti, kad | pradine lygtj verta dar jstatyti x = 4.
Tada 2f(4)+3f(1/4) = 20. IS gautos tiesiniy lygéiy sistemos randame f(1/4) = 23/2.

Ne ka pasikeisty uzdavinys ir jo sprendimas, jeigu butu prasoma rasti f(z). Pa-
keite « | 1/x, gauname lygti 2f(1/z) + 3f(xz) = 5/x, o iS sistemos — ir funkcija
f(z) = 3/x — 2z. Bet dabar jau sakome, kad sprendéme funkcine lygtj ir radome jos
(vienintelj) sprendinj, t.y. funkcija f(x), kuri su visomis = # 0 reikSmeémis duota-
ja lygybe daro teisinga. Dabar naujosiose programose numatyta ir tema ,Funkcinés
lygtys“, taigi mokytojui tenka susipazinti su jomis giliau. Straipsnio gale nurody-
ta mokytojui prieinama literatura (kad ir i$ interneto). Jeigu mokiniui i§ pradziy
(ir ne tik i§ pradziy, o gal ir i§ viso) galima rekomenduoti uzdavinius i§ [2] knygos,
psl. 76-80, 139-142, tai mokytojui reikia buti pasiruosusiam giliau (zr. [3, 4, 2, 1]).
Kad tai rimtas dalykas, parodo ir Sis straipsnelis. Vengdamas perrasinéti cituojamus
tekstus, noriu tik pavyzdziais parodyti, kaip nesunku apsirikti, sprendziant (ar net
formuluojant) funkciniy lygéiy uzdavinius.

Musuy ka tik nagrinétame pavyzdyje funkcija buvo apibrézta su visais x # 0. Daz-
niausiai ieSkomujy funkcijy apibrézimo sritis buna R (tada kartais ji net nenurodoma),
bet kartais — tai racionaliyjuy skaiciy aibé Q, naturaliyjuy skaiciy aibé N, teigiamuyjy
skai¢iy aibé (0,400) ir pan. To paties uzdavinio sprendimas skirtingose aibése gali
labai skirtis (zr. 4 pavyzdj).

Suformuluokime musy paminéto uzdavinio salyga kruopsciau.

1 pavyzdys. Raskite visas tokias funkcijas f(x), kad kiekviena jy apibrézta realiy-
Ju skaiciy aibéje R\{0}, igyja realigsias reiksmes ir su visomis reiksmémis x € R\{0}
teisinga lygybé 2f(x) +3f(1/x) = bx.
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I8 sio pavyzdzio aiskéja, kad formuluojant funkciniy lygc¢iy uzdavinj nurodomas

1) ieskomosios funkcijos f(z) (ju gali buti daugiau kaip viena) apibrézimo sritis;

2) ieskomosios funkcijos f(x) reikSmiy sritis (daznai ji net nenurodoma, nes nagri-
néjame tik funkcijas, jgyjancias realigsias reikSmes, ir tik retkarciais srities nurodymas
turi jtakos sprendimui ir atsakymui);

3) lygtis, kuria turi tenkinti f(«) su nurodytomis kintamujy reikSmeémis;

4) papildomos salygos (dazniausiai tai vadinamosios pradinés salygos, sakysime,
f£(0) = 0, bet buna ir kitokiy — pavyzdziui, f(x) turi ne daugiau kaip viena trukj ir
pan.).

Kad nekilty nesusipratimy, viska reikia nurodyti labai kruopsciai. Pavyzdziui,
kai sprendziame lygti f(x -y) = f(z) - f(y), galima reikalauti, kad $i lygybé butuy
teisinga su visais sveikaisiais x ir y, su naturaliaisiais x ir y, su racionaliaisiais x ir y,
su visais realiaisiais z ir y; kad funkcija f(z) butu diferencijuojama (turéty iSvestine),
buty tolydi, buty aprézta, buty monotoniska ir t.t.; kad buty f(x) # 0, kad buty
f£(0) =1, ir pan. Nuo to labai priklauso tiek sprendimas, tiek atsakymas.

Panagrinékime keleta pavyzdziuy, paimty is nurodyty Saltiniy (cituojant formuluo-
tés ir kalba netaisomos).

2 pavyzdys. Raskite f(x), jeigu sux # 1, f(x) + f(1/(1 —z)) = .

Cia autorius turéjo galvoje, kad f(x) apibrézimo sritis yra x # 1, o lygybé turi biiti
turi buti tenkinama toje pacioje srityje x # 1. Pateikiamas ir uzdavinio atsakymas:
flx)=1/24+x/2 —-1/(2z) —1/(2 — 2z). Deja, matome, kad $i funkcija neapibrézta
taske x = 0, taigi jokiu budu negali tenkinti lygties taske 0. Tikroji situacija dar
blogesné — nereikia nieko ir spresti, nes kad ir kokia imtume funkcija f(x), ji negali
tenkinti lygties taske 0: lygybeés f(0) + f(1) = 0 niekada negalima laikyti teisinga,
nes f(1) tiesiog neapibrézta. Vadinasi, nagrinéjamo uzdavinio atsakymas yra toks:
tokiy funkcijy néra. O dabar jsivaizduokime mokinj, kuris paraseé tokj atsakyma, nes
viska suprato teisingai. Ko gero, jis gauty 0 tasky. Ir reikia superolimpiadininko,
kuris ryztysi taisyti salyga, kad uzdavinys tapty korektiskas.

Paprasciausia uzdavinio salyga taisyti taip.

Raskite visas f(x), apibréztas su visais realiaisiais skaiciais x # 0 ir x # 1, kurios
su visais x # 0, x # 1 tenkina lygt; f(x) + f(1/(1 — x)) = .

Beje, visai nebutinai funkcijos apibrézimo sritis turi sutapti su sritimi, kurioje
teisinga reikiama lygybé. Pavyzdziui, musy nagrinéjamo uzdavinio salyga galima
iStaisyti ir taip.

Raskite visas f(x), apibréitas su visais realiaisiais skaiciais, kurioms su visais
x #0, x # 1 teisinga lygybé f(x) + f(1/(1 —z)) = x.

Kaip tokias lygtis spresti, paaiskinta kad ir [1]. Nesunku jsitikinti, kad ja tenkina
funkcijos (ir tik jos!) f(z) = {1/2 4+ x/2 —1/(2z) — 1/(2 — 2x), kaiz # 0, = #
1;= C1, kaiz = 0;= Cs, kai z = 1}, taigi, pavyzdziui, funkcija f(z) = {1/2 +
x/2—1/(2x) —1/(2 — 2z), kai ¢ # 0, = # 1;= 0 kitur}, arba, pavyzdziui, funkcija
flx) ={1/2+42/2-1/(22)—1/(2—2x); £ #0, x # 1;=3, kaix = 0; =7, kai x = 1}.

Ir, pagaliau, dar vienas esminis dalykas. Kai sprendziame mokyklines lygtis, daz-
niausiai lygti pertvarkome ekvivalenciai, o tada gauty sprendiniy tikrinti kaip ir ne-
bereikia. Pavyzdziui, mokykloje netikriname sprendiniy, gauty sprendziant pirmojo
laipsnio ar kvadratines lygtis — laikome, kad tai jau padaryta teorijoje karta ir ,ant
visados“ (betgi pasitikrinti visada verta: o gal kur nors apsirikome?). Visai kas kita
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sprendziant funkcines lygtis — ¢ia apie pertvarkiy ekvivalentuma net ir Snekéti sun-
ku, taigi paprastai lieka vienintelé iSeitis — gautus sprendinius tikrinti. Beje, kartais
tai visai sudétingas (ir atsakingas!) uzdavinys — tikrindami atskleidziame ir salygos
netikslumus. Kaip reikia tikrinti sprendinj, skirtingose srityse apibrézta skirtingomis
formulémis, pademonstruota 3 pavyzdyje. Sudétingesniy tikrinimo pavyzdziy rasite
ir toliau.

Zinoma, dar blogiau, kai sprendinj pametame.

3 pavyzdys. Raskite visas funkcijas [ : R — R, tenkinandcias lygti xf(y) +
yf(@)=(@+y)f(z) f(y); z,y € R.

Nurodytas uzdavinio sprendimas bei atsakymas. (Beje, ¢ia ir toliau vartojamas
tapaciosios lygybés Zenklas =, reiskiantis, kad lygybeé teisinga visoje aibéje R.) Ci-
tuojame:

wSprendimas. Tegu x € Rir y = z; tada iS pradinés lygties gausime lygtj 2z f (x) =
22 f?(x), arba lygti xf(z)(f(z) — 1) = 0. Kadangi ji galioja ir tada, kai z # 0, tai
yra tik dvi galimybés: arba f(z) = 0, arba f(xz) = 1. Jei f(x) = 0, tai i§ pradinés
lygties gauname lygybe xf(y) = 0, galiojancia su visais y € R. Vadinasi (nes = gali
buti nelygus nuliui), f(y) = 0 aib¢je R, kai f(z) = 0.

Jei f(z) = 1, tai i$ pradines lygties gauname lygybe «f(y) +y = (z + y)f(y), o
is jos — lygybe y(f(y) — 1) = 0, galiojancia su visais y € R. Taigi f(y) = 0 su visais
y € R, kai f(z) =1.

Is atliktos analizés matome, kad yra tik dvi funkcijos — pradinés lygties sprendiniai:
f(x)=01ir f(z) =1 (aibéje R).

Atsakymas. f(z)=0ir f(z) =1 (aibéje R)

Ir vis délto nesunku patikrinti, kad lygti (be nurodyty dviejy funkcijy) tenkina,
pavyzdziui, funkcija f(z) = {1, kai  # 0;= 0, kai z = 0}. IS tikrujuy, salyga ispil-
dyta visoms poroms (z,y): jei & = 0, tai f(z) = 0, ir salygos lygybé virsta teisinga,
0-fly)+y-0=(0+7y)-0-f(y). Atvejis y = 0 analogiskas, o atvejis = # 0, y # 0
aiskus — teisinga lygybé z +y = (z +y) - 1 - L.

Vadinasi, sprendziant uzdavinj jsivélé klaida, kuria ne taip jau ir lengva pastebéti
(juo labiau, kad sprendimas suraSytas visiskai nesuprantamai: sakykite, ka reiskia
pasazas ,Vadinasi (nes x gali buti nelygus nuliui), f(y) = 0 aibéje R, kai f(z) = 0%?).

Sprendime buvo gauta lygybé xf(z)[f(z) — 1] = 0. IS jos suzinome daug, bet ja
reikia teisingai traktuoti.

1) Kai = 0, §i lygybé i$ viso nieko neduoda — ji teisinga bet kuriai funkcijai f(z).

2) Nagrinékime reik§mes x # 0. Tada f(x)[f(x)—1] = 0. Ir ¢ia svarbiausia suvokti,
kad tai visiskai nereiskia, jog f(z) = 0 visiems = # 0 ar f(x) = 1 visiems x # 0. Tai
reiskia tik tiek — kiekviename taske z # 0 turime arba f(z) = 0, arba f(z) = 1, o tokiu
funkcijuy yra be galo daug. Bet kurios i$ ju grafiko taskai su x # 0 ,,tupi“ tiesése y = 0
ir y = 1; pavyzdziui, tai gali buti ne tik funkcijos f(z) =0, f(z) = 1, bet ir funkcija
f(xz) =10, kai x < 0;=1, kai > 0}, funkcija f(z) = {1, kai € (0;1); = 0 kitur},
ir t.t., ir pan.

Sis sunkumas ¢ia jveikiamas taip. Tarkime, kad kuriame nors (bent viename!)
taske xg # 0 yra f(zg) = 0. Tada pradiné lygybé su x = x¢ duoda o - f(y) +y-0 =
(xo+9y)-0-fly), t.y. zof(y) = 0. Bet 2o # 0, todeél visiems y bus f(y) = 0 (tai tas
pat, kas ir f(z) = 0). Funkcija f(z) = 0 akivaizdziai tenkina pradine lygti.

Lieka atvejis, kai kiekviename srities x # 0 taske f(z) # 0. Tada f(x) = 1 visuose
taskuose x # 0. Todél reikia tikrinti funkcijas f(x) = {1, kai  # 0;= C, kai x = 0}.
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Jos turi pradine lygtj versti teisinga lygybe su visomis poromis (x,y). Kai z = 0,
y#£0, turime 0-14+y-C = (0+y)-C- f(y), t.y. tapatybe y-C =y-C-1. Kaixz # 0,
y = 0, gauname ta pati. Kai z # 0, y # 0, turime tapatybe z +y = (z+y)-1-1. Kai
x =0,y =0, turime 0+ 0 = 0. Vadinasi, bet kuri funkcija f(z) = {1, kai x # 0;=
C, kai x = 0}, yra sprendinys.

Atsakymas. Be galo daug funkciju: f(x) = 0 ir f(z) = {1, kaiz # 0;=
C, kai z =0}, C € R.

Antras budas. Bandykime spresti kitaip. Imkime y = 0: zf(0) = = f(z) f(0), t.y.
xf(0)[f(x) —1] = 0. Jeigu yra taskas, kur f(z) =1 (t.y. yra toks xo, kad f(zg) = 1),
tai i$ pradines lygybés zo f(y) +y f(zo) = (zo+y)f(y), arba zo f(y) +y = (zo+y) f(y),
arba y = yf(y), o tai reiskia, kad f(y) =1, jei tik y 0 (t.y. f(x) =1, jei tik = # 0).
Jeigu f(x) # 1 su visais z, tai xf(0) = 0, o tai reiskia, kad f(0) = 0. Tai ir viskas,
ka taip pavyksta gauti. Vadinasi, reikia ieskoti kity keliy.

Trecias budas. Po visy vargy paaiskéja, kad trumpiausias sprendimas buty toks
(beje, cia ir loginiy sunkumy beveik néra).

Imkime * = y = 1, tada 2f(1) = 2f%(1), t.y. reikia iSnagrinéti du atvejus:
1) £(1) =0 2) f(1) = 1.

1) Jei f(1) = 0, tai j pradine lygtj istatome y = 1, tada f(z) = 0 (tikriname —
tinka).

2) Jei f(1) = 1, tai jstatome y = 1, tada zf(z) = «, t.y. z[f(x) —1] = 0. I8
¢ia f(x) =1, kai & # 0, ir reikia patikrinti funkcijas f(z) = {1, kai  # 0;= C, kai
x = 0}. Visos jos tinka (tikrinome anksciau). Dabar jau galime rasyti atsakyma (Zr.
auksciau).

Pademonstruosime, kaip daug gali pasikeisti funkcinés lygties uzdavinio atsakymas
vos vos pakitus uzdavinio salygai. Zinoma, norint tai pajusti, reikia buti susipazinu-
siam su Kosi funkcinémis lygtimis. Tai padaryti nesunku kad ir remiantis Saltiniais
(3, 4] ar [2].

4 pavyzdys. Isivaizduokime tokia salyga.
Isspreskite funkcine lygty

fle+y) = flx)+ fy). (%)

Kaip jau pasakyta, ji reiksty tokj uzdavinj:

Raskite visas f : R — R, tenkinancias lygti (x) su visais x ir y.

Pasakysime tik tiek, kad Sis uzdavinys Siandien iSsprestas dar ne iki galo. Perei-
kime prie atskiry uzdavinio varianty.

47 pavyzdys. Raskite visas f : N — R, tenkinancias lygtj (*) su visais naturaliai-
stals x ir y.

Atsakymas. f(x) = kzx, k € R.

4 pavyzdys.  Raskite visas f : N — N, tenkinancias lygti (x) su visais natira-
liaisiais x ir y.

Atsakymas. f(x) = kx, k € N.

41T povyzdys. Raskite visas apréztas f : N — R, tenkinancias lygti (x) su visais
T ary.

Atsakymas. f(x) = 0.

47V pavyzdys. Raskite visas apréztas f : N — N, tenkinancias lygtj (*) su visais
x ary.
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Atsakymas. Tokiy funkciju néra.

4V pavyzdys. Raskite visas f : Q — R, tenkinancias lygtj (x) su visais raciona-
liaisiais x ir y.

Atsakymas. f(x) = kzx, k € R.

4VT pavyzdys. Raskite visas apréztas f : R — R, tenkinancias lygtj () su visais x
.

Atsakymas. f(x) =0.

4V pavyzdys. Raskite visas monotoniskas f : R — R, tenkinancias lygti () su
ViSais T ir Y.

Atsakymas. f(x) = kx, k € R.

AVIT pavyzdys. Raskite visas grieztai monotoniskas f : R — R, tenkinancias lygt;
(%) su visais x ir y.

Atsakymas. f(x) = kx, k € R\{0}.

47X pavyzdys. Raskite visas tolydzias f : R — R, tenkinancias lygtj () su visais
T ary.

Atsakymas. f(x) = kx, k € R.

Ir pagaliau — (siur)prizas skaitytojui, jveikusiam §j straipsnelj. ISspreskite 5 pa-
vyzdj neskaitydami ir neziurédami j atsakyma. Jei pavyks — rasykite man e-adresu
juozas.macys@mii.vu.lt (uztenka atsiysti atsakyma). Kenguros buveinéje teisingai
iSsprendusiy lauks autoriaus knygeliy rysulélis.

5 pavyzdys. Raskite visas funkcijas f: R — R, kurios su visais x tenkina lygts
22 flx)+ f(1 —z) =2z — z*.

Sprendimas. Galima spresti lygtj tiesiogiai — atlikus keitinj x — 1 — x. Deja,
»algebra“ pasidaro per daug sudétinga — be kompiuterio tam gali prireikti keliy dieny.

Lengviausia uzdavinj spresti taip.

Démuo z? salygoje leidzia spéti, kad jeigu yra polinominiy sprendiniy, tai jy laips-
nis < 2, t.y. ieskome pavidalo f(x) = ax?+bx+ ¢ sprendiniy. Tada 22 (az?+bx+c)+
a(l—2)2 +b(1 —2)+c=2x — 2% i§ ¢iaa = —1.

Imame x =0:a+b+c=0,b+c=1. Imamex =1:a+b+c=1,b+2c=2.

Taigi ¢ = 1, b = 0, todél f(x) = 1 — 22 yra sprendinys. Raskime visus sprendinius.
Atlikime keitimg f(2) = 1—2%+g(2): 2?(1—22+g(z))+1—-(1—2)*+g(1—2) = 22 —2*,

#?g(x) +g(1 - ) =0. (1)
Sia lygti spresti nepalyginamai lengviau nei pradine. Kei¢iame z — 1 — 2: (1—2)? x
g(1—2)+g(x) = 0. Ja atimame i§ ankstesnés, padaugintos i§ (1—=z)?: [22(1—2)%—1] x
g(z) =0, (22 —x —1)(22 — 2+ 1)g(x) = 0. Bet 22 — 2 + 1 > 0, todél

(2 —x —1)g(z) = 0. (2)
Raskime 22 —x — 1 = 0 Saknis: 21 = (1 —/5)/2, 22 = (1 +/5)/2. Bet kuriai
sakniai teisinga lygybeé (1 — )z = —1 (tuo naudosimeés toliau). (2) lygties sprendiniai

yra {g(z) = c1, jel © = x1;= ¢, jel x = xo(= 1 — 21); = 0 kitur}. Kadangi lygtis (2)
neekvivalenti (1), tai sprendinius tikriname jstatydami j (1) lygtj. Taske x; ir taske
1 — z; gauname (kitur gauname tapacius nulius):

2 2 2

zicr + e =0, Cy = —xicy, ¢y = —c1a7,
2 2.2

(1 =21)%ca +¢1 =0, (1 —z1)*z3c1 — 1 =0, c1—cp =0.
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Vadinasi, kai co = —c12%, tai sprendiniai tiks: g(z) = {c1, kai = x1;= —c12%, kai
x = 1—x1;=0 kitur}. Taigi f(z) = 1—2%+g(x) = {1-22+C, kai z = (1-15)/2; =
1—2%2-C(3—-5)/2, kai = (1 +/5)/2; =1 — 22 kitur}.

,Dél grazumo® galima pakeisti C' — 2C.

Atsakymas. f(z) = {1-22+2C, kai v = (1-1/5)/2; = 1-22+C(v/5-3), kai z =
(1++5)/2;=1— 2% kitur}, C € R.
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SUMMARY
Functional equations in the secondary school
J.J. Macys

Secondary school in Lithuania goes over to modules in the mathematics syllabi. Teachers need
various proof methods for solving problems of more complicated (olympiad) modules. The paper
discusses the module of functional equations. The books and papers dealing with this question are
pointed out. Some typical solving errors are discussed.
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