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Santrauka. Pateikiamas Aleksandro Dambrausko pozitiris j trigonometriniy funkcijy nu-
sakymo galimybes per trigonometriniy linijy sistemas.

Raktiniai zodziai: trigonometrinés funkcijos, trigonometrinés linijos.

Apie Aleksandra Dambrauska (slap. Adomas Jakstas) 1917 m. Stasys Salkaus-
kis rasé ,,Jis atsidéjo visiems gyviausiems ir labai jvairiems jaunos lietuviy kulturos
reikalams. Todél mes matome jj visur uzimta visada labai reikalingu, bet daznai ne-
dékingu darbu. Nezinia kuo reikia labiausiai jame stebétis: jo neiSsenkama energija,
ar jo prigimtimi, tiek gausiai ir jvairiai apdovanota. Nuosirdus poetas ir uzsideges
matematikas, karstas lietuviy kalbos kovotojas ir jsitikings esperanto Salininkas, teo-
logas ir filosofas, jis yra viena i$ didingiausiy tautinio lietuviy atgimimo asmenybiy®
Siame darbe pazvelkime j jo, kaip matematiko, veikla.

Aleksandras Dambrauskas gimé 1860 m. rugséjo 8 d. Kauno gubernijos, Ukmergeés
apskrities, Pagiriy vals¢iaus Kuroniy kaime karaliskyju valstieciy Seimoje. Tévo brolio
kunigo Stanislovo Dambrausko globojamas, 1872 m. pavasarj baigé valdiska liaudies
mokyklg Kritkuose ir rudenj jstojo j Siauliy gimnazijos pirmaja klase. 1880 m. baiges
gimnazija, istojo i Peterburgo universiteto Fizikos-matematikos fakulteta studijuoti
matematikos. 1881 m. pradzioje (kovo 5 d. senuoju stiliumi) i$ universiteto iSstojo ir
pradéjo mokytis Kauno kunigy seminarijoje. 1888 m. baigé Peterburgo Romos kata-
liky dvasine akademija ir buvo jSventintas kunigu.

XX amziaus pradzios lietuviy matematinéje rastijoje A. Dambrauskas uzima svar-
bia vieta. Jis yra parases vadovéliy ir paskelbes eile mokslinio pobudzio darby bei
straipsniuy.

Bene svarbiausias originalus A. Dambrausko darbas yra knygelé ,,Naujosios tri-
gonometrinés sistemos®. Pirmieji rezultatai buvo paskelbti knygeléje [3], esperanto
kalba, iSleistoje 1906 m. Berlyne, kuri 1908 m. buvo iSversta j prancuzy kalba [4].
1922 m. buvo atspausdintas prapléstas Sios knygelés leidimas [5] lietuviy kalba. Tai
knygu Leidimo komisijos leidinys pavadinimu A. Jaksto ,Naujos trigonometrinés sis-
temos“ su paantraste (bandymas filosofiskai nusviesti trigonometrijos pagrindus), is-
spausdintas Otto Elsnerio spaustuvéje Berlyne.

Prakalboje autorius nurodo, kad Sie tyrin¢jimai yra bandymas atsakyti j klausi-
ma, kas yra dabar vartojamoji trigonometrija: ar ji vienintelé galima, ar dar esama
ir kity trigonometrisky sistemuy, ir kad pirmuosius Sesis nauju trigonometriniy siste-
my pavyzdzius, jis jau zinojo 1902 metais. Prie pagrindiniy trigonometriniy linijy:
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sinusinés, kosinusinés, tangentinés, kotangentinés, sekantinés ir kosekantinés pridé-
jus dar apskritimo spindulj bei sinusinés ir kosekantinés liniju kampa p, gauname
astuonis dydzius, i$ kuriy parinke du pastovius gausime (g) = 28 trigonometrines sis-
temas. Sias sistemas A. Dambrauskas pavadino elementariosiomis. Laikydamas tik
viena is ty dydziy pastovy, o kitus susietus algebrine lygtimi, atitinkancia plokstumos
kreive, gauna neribota skaiciy naujy trigonometriniy sistemy. Jas autorius pavadino
sukrautinémis. Atrodo, kad A. Dambrauskas nesieké nustatyti trigonometriniy funk-
cijy reiksmiy, o tik pagrindé galimybe nusakyti trigonometriniy linijy sistema, kuriy
santykiai ir yra trigonometrinés funkcijos.

Trumpai aptarsime minétosios knygelés turinj. Pagrindinis brézinys buty 1 pav.

Pagrindinés trigonometrinés linijos yra sios. Sinusiné SN = s, kosinusiné ON = ¢,
tangentiné OG = t, kotangentiné K@ = k, sekantiné OT = z, kosekantiné OQ = gq,
spindulys OS = OG = p ir sinusy krypties kampas ¢, o ju santykiai (trigonometrinés
funkcijos) nusakomi $iomis, pasak autoriaus, pamatinémis lygybémis
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Elementarioji trigonometriné sistema, zymima raide S jos virsuje ir apacioje nurodant
ﬁksuotacsias trigonometriniy dydziy reikSmes. Pvz., trigonometriné sistema, kai ¢ =
, p= 1, Zymima Sp L

Pirmame knygos skyr1u3e ivedami Sie pazymeéjimai, aptariamos 28 naujos trigo-
nometrinés sistemos, ir kaip pavyzdys panagrinéta sistema SZ :127,,, nurodant jos kai

kuriy trigonometriniy funkcijy sarysiy skirtumus, lyginant su sistema S’ :zl%.
Butent,

2 27 2 2
.2 s 2 ATy . < 7
Sin <a, 3 > + Cos (a, 3 ) 1+ Sin <a, 3 ) Cos (a, 3 )

ir Sec?(a, p) — Tg?(a, @) = 1 — Tg(a,¢), o ne sin® a + cos? a = 1, sec? —tga = 1,
kaip sistemoje S/ L

Taip pat patelktos sinusy, kosinusy ir tangentu pakeitimo vienuy kitais bei Sin(a =+
w, @), Sin(2aq, ¢) formulés, kurios irgi yra sudétingesneés.
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2 pav.

Parinkus trigonometrinéje sistemoje S® du trigonometrinius dydzius (linijas, kam-

pa ar spindulj) pastovius, gaunamos (g) = 28 elementariosios trigonometrinés siste-

mas. Visoms Sioms sistemoms yra surastos tasky S ir 1" geometriniy viety lygtys.
. . .. . =1 .. =1 .
Pasvarstes, kuri trigonometriné sistema Sg_ﬂ ar Ptoleméjaus S/~ patogesné,
-2
iesko dar geresnés, duodancios savitas trigonometrines linijas. Kaip pavyzdzius smul-
2 2 2
p°—c=d

kiau panagrinéja elementarias sistemas Sf;h1 ir Sfpill bei sukrautines S, g2 IT
-2 -2 -

2 2
sy trigonometriniy linijy kitimo ribas pirmajame kvadrante bei trigonometriniy linijy
reikSmes kampams (7 — «), (7 + @), (27 — a), (27 + «) per ju reikSmes kampui o
Randa santykj su jprastinémis trigonometrinémis funkcijomis:

2
. Joms suranda tasky S ir T geometriniy viety lygtis lentelémis pateikia vi-

sina¢  cosa tga  seca 1

-
Sa Ca ta Za Pa

bet nenurodo, jog is to seka, kad % =1, t.y. sina = Sina. Suranda trigo-
nometriniy linijy formules kampy sumai, dvigubam kampui ir formules trikampiui
apskaiciuoti, pateikia kompleksinio argumento trigonometriniy linijy israiskas. Visos
formulés gaunamos pasinaudojus jprastinémis trigonometrinémis funkcijomis. Kita
placiau panagrinéta sistema yra S?=!. Joje kampas ¢ yra kintamas ir priklauso nuo
kampo a pagal lygti & = % Sios sistemos brézinys yra 2 pav. Siuo atveju tasko S
lygtis yra 2% 4+ y? = u?. I§ bet kurio tasko S bréziamas lankas spinduliu u iki susi-
kirtimo su X asimi. Taip gaunami du taskai INV; ir N ir dvi sinusinés atkarpos SNy
ir SN5. Analogiskai ir kitos trigonometrinés linijos susidvejina. Taip pat ir kampo ¢
gaunamos dvi reikSmeés @1 ir po. Surastos formulés Sios sistemos linijoms iSreiksti per
iprastines trigonometrines funkcijas, taip pat dvieju kampuy sumos trigonometriniy
linijy iSraiskos, formulés trikampiy plotams apskaiciuoti bei formulés, j kurias i eina
menamojo argumento eksponentiné funkcija.

Aptares trigonometrines funkcijas, kaip bet kuriy dviejy trigonometriniy linijy
santykius, pereina prie ju diferencijavimo, integravimo ir skleidimo eilutémis klausi-
my. Juos nagrinéja konkrecioms sistemoms, jy trigonometrines funkcijas isreiskes per
iprastines trigonometrines funkcijas. Aptaria ir atvirkstiniy trigonometriniy funkci-
ju israiska per jprastines trigonometrines funkcijas. Toks yra 13-to, 14-to ir 15-to
skyreliy turinys.
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Toliau panagrinéja atvirkscéia uzdavinj: pasirinkus tam tikra kreive trigonometri-
nés sistemos tasky S kreive, rasti sig sistema. Tam skirta keletas pavyzdziy. Tasky S
lygciai

a(xsind — ycos¥) = yv/x2 + y?

atitinka sistema S’=%, o lygti

(ac—a)2+y2_ $2+y2

r—a rsind — ycos v

laikydamas tasko S lygtimi, nustato, kad siuo atveju irgi ¢ = 1, o pati sistema jau bus
tam tikra sukrautine. Pastaraja lygti laikant tasky 7' geometrine vieta, kai 9 = 7,
gaunama sistema

gele—o)=e

P=3

Pastebéta, kad tai paciai tasky S ar T lygciai gali atitikti kelios skirtingos trigono-
metrinés sistemos. Pvz., tasky S lygéiai 22 412 = r? atitinka 6 sistemos su nekintamu
p = r, o antrasis pastovusis dydis yra viena i$ trigonometriniy linijy. Taip pat rasta
keletas sistemu, kai si lygtis yra tasky T lygtis. Todél daroma isvada, kad trigonomet-
rinei sistemai nusakyti butinos bent dvi lygtys. ISnasoje autorius nurodo, jog tolesni
jo tyrinéjimai parodé, jog butinos trys lygtys, butent tasky S, T ir @ lygtys. Tai
pateikta straipsnyje [2].

Pastebétina, jog neatkreipiamas démesys j tai, kad skirtingos sistemos gali nusaky-
ti tas pacias trigonometrines funkcijas. Pvz., salyga ¢ = 5 visada veda prie jprastiniy,
dabar naudojamy trigonometriniy funkcijy. Aplamai, trigonometrinés funkcijos yra
invariantai panasumo transformacijos atzvilgiu.

Tai, kad skaiciavimai atliekami naudojantis jprastinémis funkcijomis irgi rodo, kad
iprastiniy trigonometriniy funkciju (ne linijy) pakanka trikampio krastiniy santykiams
nusakyti. Formules tam reikalui galime rasti knygoje [1].

Paskutiniame, septynioliktame skyrelyje pateiktas trumpas pateiktyjuy rezultaty
savadas. Knygelés apimtis 72 puslapiai.

Si knygele yra platus ir savarankiskai atliktas tyrinéjimas apie trigonometriniy
funkcijy, atitinkanciy, bet kokio, o ne vien tik staciojo, trikampio krastiniy santykiy
nusakyma per trigonometrines linijas. Jose netgi esama uzuominy apie dviejy argu-
menty trigonometrines funkcijas, kai trigonometrinés sistemos krypties kampas irgi
yra kintamas. Pateikiama labai daug trigonometriniy linijy sistemy pavyzdziy, taciau
jie néra pilnai surusiuoti pagal konkrecias trigonometriniy funkcijy sistemas.
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SUMMARY
The new trigonometrical systems of Aleksandras Dambrauskas
N. Kalinauskaité

We review the description of trigonometrical functions via the systems of trigonometric lines as
Aleksandras Dambrauskas has done in his book [5].

Keywords: trigonometrical systems, trigonometrical lines.
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