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Santrauka. Darbe nagrinéjamas biojutiklio su lygiagre¢iu substraty virsmu veikimo mate-
matinis modelis. Matematinio modelio pagrindg sudaro reakcijos-difuzijos lygtys su netiesi-
niais nariais. Dél netiesiSkumo modelis analiziskai sprendziamas tik konkrec¢ioms parametry
reikSméms, o bendrai naudojami skaitiniai metodai. Matematinis modelis apraso biojutiklio
veikima vienmatéje erdvéje, sudarytoje i$ fermentinio, dializés ir difuzijos sluoksniy. Sio dar-
bo tikslas buvo nustatyti, kokioms modelio parametry reikSméms ir kokiu tikslumu dializés
ir difuzijos sluoksniai modelyje gali buti kei¢iami vienu sluoksniu, panaudojant efektyvuji
difuzijos koeficienta,.

Raktiniai zodziai: biojutiklis, lygiagretus substraty virsmas, matematinis modeliavimas, efektyvus

difuzijos koeficientas, baigtiniy skirtumy schema.

Ivadas

Biojutikliai yra matavimo jrenginiai skirti aptikti tiriamajai medziagai tirpale arba
jos koncentracijai nustatyti [7]. Biojutikliai placiai taikomi medicinoje, aplinkosau-
goje ir maisto pramongje [7]. Biojutikliui veikiant tiriamoji medziaga, substratas,
fermentinés reakcijos metu reaguoja su fermentu [1]. Amperometriniy biojutikliy at-
veju biojutiklio atsakas yra matuojamas kaip anodiné ar katodiné srové ar jos tankis
ant elektrodo pavirsiaus, proporcinga reakcijos produkto koncentracijai [1, 7).
Matematiniuose biojutikliy veikimo modeliuose fermentiné reakcija dazniausiai
aprasoma naudojant netiesinius narius [1, 2]. Tokiais atvejais analiziniai sprendiniai
egzistuoja tik stacionariesiems atvejams ir tik esant konkrec¢ioms modelio parametry
reiksmeéms [1]. Biojutiklis su lygiagreéiu substratu virsmu, naudojantis katalaze ir
peroksidaze, taip pat aprasomas naudojant netiesinius reakcijos narius [4].
Nagriné¢jamas matematinis modelis biojutiklio veikima apraso vienmatéje erdve-
je, sudarytoje is trijuy sluoksniy. Fermentinj sluoksnj sudaro ant elektrodo pavirsiaus
imobilizuotas abieju fermenty misinys, kuriame vyksta fermentiné reakcija ir medzia-
gu difuzija. Dializés sluoksnis imobilizuoja fermenty misinj ant elektrodo, o difuzi-
jos sluoksnis yra nagrinéjamas kaip Nernsto difuzijos sluoksnis, kurio storis nekinta
laike [2]. Difuzijos ir dializés sluoksniuose medziagos tik difunduoja, procesai ma-
tematiskai aprasomi taip pat, tik charakterizuojami skirtingais parametrais. Darbe
nagrinéjama, kokioms matematinio modelio parametry reikSméms difuzijos ir diali-
zés sluoksniai gali buti apjungti taikant efektyvuji difuzijos koeficienta ir jvertinimas
dvisluoksnio modelio tikslumas.
* Mokslinis tyrimas finansuotas/finansuojamas FEuropos socialinio fondo léSomis pagal visuotinés
dotacijos priemone.

Autorius nuosirdziai dékoja profesoriams Romui Baronui ir Juozui Kuliui uz naudingas mokslines
diskusijas ir vertingus patarimus modeliuojant biojutikliy veikima.
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2 V. Aseris
1 Biojutiklio veikimas

Darbe nagrinéjamas biojutiklis yra sudarytas is dvieju fermenty: katalazés E; ir pe-
roksidazés Eo [4]. Katalazé katalizuoja pirmo substrato (S;) skilima j vandenj ir
deguonj. Deguonies koncentracija aptinkama deguoniui jautriu elektrodu, pvz. Klar-
ko elektrodu [7]. Peroksidazé katalizuoja antro substrato (Sq) skilima. Lygiagretus
substraty virsmas biojutiklyje aprasomas tokia kinetine schemas:

S1 L)Pl7 S1+Sa LPQ. (1)

Nagrinéjamas biojutiklis veikia dviejy etapy rezimu: pirmo etapo metu tirpale yra
tik pirmo substrato. Kai po tam tikro laiko tarpo biojutiklyje nusistovi stacianarioji
busena, j tirplala yra jpilama antro substrato ir prasideda antras veikimo etapas.
Po dar tam tikro laiko biojutiklyje nusistovi antra stacionarioji padétis. Skirtumas
tarp biojutiklio atsaky po pirmo ir antro etapy nurodo antro substrato koncentracija
tirpale.

2 Matematinis modelis

2.1 Pagrindinés lygtys

Biojutiklio veikimas nagrinéjamas trijuose sluoksniuose: fermentiniame (zg < = < x1),
dializés (z1 < = < we) ir difuzijos (z2 < < x3), ¢ia z zZymi erdvés koordinate, o
Zo, X1, T2 ir 3 — sluoksniy riby erdveés koordinates. Fermentiniame sluoksnyje, kurio
storis yra dj, biojutiklio veikimas aprasomas tokiomis lygtimis:

881 (9251 652 8252 8p1 62])1 + 1
— =Dy, , =5 — 11— T2, — =Dy, , — — T, — = — + =79,
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(2)
r1 = kie1sq, To = ko1kaseas1Sa/(ka1s1 + kaasa), (3)

kur ¢ yra ir laikas, si1(x,t), s21(2,%), p11(z,t) yra abiejy substraty (S; ir Sp) ir
produkto (P1) molinés koncentracijos fermentiniame sluoksnyje, ir Dy, ,, Ds, ,, Dp, ,
yra difuzijos koeficientai, kurie laikomi nekintanciais. Laikome, kad antrasis reakcijos
produktas nejtakoja biojutiklio veikimo.

Dializés ir difuzijos sluoksniuose procesas aprasomas difuzijos lygtimis, abiems
sluoksniams taip pat. Dél didelio modelio parametry skaiciaus, difuzijos koeficientai
visoms medziagoms atitinkamuose sluoksniuose laikyti vienodais.

2.2 Pradinés salygos
Pradiniu laiko momentu (¢t = 0 s), visy medziagu koncentracijos visuose sluoksniuose
yra nulinés, iSskyrus pirmo substrato koncentracija sj¢:
CZ(Z,O):O, T, ST < Ty, C = S$1,52,P1, Z:1a273a (4)
s1,3(z3,0) = s10, s2,3(23,0) =0,  p13(z3,0) =0. (5)

2.3 Krastinés salygos

Biojutikliui veikiant (¢ > 0), visoms medziagoms taikoma nepralaidumo salyga ant
elektrodo pavirsiaus (z), o sluoksniu sanduroje jeinanciy medziagy srautai yra lygus
iSeinantiems [1]. Tirpale medziagy koncentracijos islieka pastovios:
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0, jeit < T,

s, Jeit>1, Pl =000

s1,3(x3,t) = s10, s23(x3,t) = {

¢ia so0 yra antro substrato koncentracija tirpale, T yra laikas, kai jpilama antro
substrato j tirpala.

2.4 Biojutiklio atsakas

Naudojant Klarko elektroda, biojutiklio atsakas laike yra tiesiogiai proporcingas su-
sidariusio produkto koncentracijai [7] ant elektrodo pavirsiaus,

Z(t) = kst1,1|3;=Oa (7)

kur ks yra fizinio eksperimento metu apskaic¢iuota heterogeniné konstanta, o F' =
96,486 x 106 CM ™' m~3 yra Faradéjaus konstanta. Stacionarusis atsakas yra pasie-
kiamas, kai t — oo,
s = lim 7(t). 8
is = lim 4(t) (8)
Antrojo biojutiklio veikimo etapo pabaigoje nusistovi nauja stacionarioji srove igs.
Antro substrato koncentracija tirpale nustatoma pagal santykinio atsako dydj:

I = (is1 —is2)/is1. 9)

2.5 Efektyvus difuzijos koeficientas

Vienas i$ budy yra sumazinti modelio parametry skaiciy yra mazinant sluoksniy skai-
¢iy. Kadangi difuzijos ir dializés sluoksniuose vyksta tik difuziniai procesai, juos
galima apjungti panaudojant efektyvyjj difuzijos koeficienta D.g [3]:

Dy D3
< Doy <Dy + (1 —v)Ds, 10
vDs+ (1—v)Dy = B S 2+ (1= v)Dy (10)

kur v yra dializés sluoksnio santykinis storis dializés-difuzijos sluoksniy sistemoje,
v = da/(da + ds). Desiniaja (10) nelygybés puse naudojome kaip efektyvaus difuzijos
koeficiento israiska:

Deﬁ = 'UDQ + (1 - ”U)D3 (].].)

Panaudojant efektyvuyjj difuzijos koeficienta vietoje modelyje (2)—(9) buvusiy trijy
sluoksniy lieka du: fermentinis sluoksnis (nepakites) ir jungtinis difuzijos sluoksnis,
kurio difuzijos koeficientas yra (11), o storis — dog = da + d3. Efektyvus difuzijos
koeficientas sékmingai pritaikytas modeliuojant biojutiklj su perforuota membrana ir
anglies nanovamzdeliy sluoksniu [5]. Dvisluoksnio modelio veikima aprasancios lygtys
yra tokios pat kaip ir trisluoksnio modelio atveju, tik su kitu difuzijos koeficientu. Sia-
me darbe buvo vertinama dvisluoksnio modelio santykinio atsako Is paklaida, tiksliu
dydziu laikant trisluoksnio modelio santykinj atsaka Is:

n= (13—12)/13. (12)

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 53, 2012, 1-6.
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1 pav.
Biojutiklio atsako priklausomybé nuo laiko, penkiems skirtingiems dializés sluoksnio santykiniams
storiams v: 0,9 (1), 0,8 (2), 0,5 (3), 0,2 (2) ir 0,05 (5) m ir trims skirtingiems fermentinio sluoksnio
storiams di: 107% (a), 1074 (b) ir 3 x 10™% (c) m. Kity parametry reiksmés kaip (14).

3 Skaitinis modeliavimas

Trisluoksnis matematinis modelis (2)—(9), kaip ir atitinkamas dvisluoksnis modelis,
analiziskai sprendziamas tik konkrecioms parametry reikSméms, o bendruoju atveju
uzdavinys sprendziamas skaitiniais metodais [1]. Uzdaviniui spresti buvo naudotas
baigtiniy skirtumuy metodas, taikant Crack—Nicolson skirtuming schema [6]. Skaiti-
nj modelj sprendzianti programiné jranga buvo realizuota C++ kalba. Stacionariu
sprendiniu laikytas biojutiklio atsakas, kai santykinis pokytis tarp dviejy gretimy at-
sako reikSmiy tampa mazesnis nei norimas dydis €. Toks atsakas pasiekiamas per

laika tg:
di(t
O L e, "

. t
tr = z-ﬁl)lfo {t' i(t) ‘
Skai¢iavimuose naudojome € = 1072,
Dvisluoksniam matematiniam modeliui analizinis sprendinys zinomas, kai netie-
sinis reakcijos narys ro tampa tiesiniu [2]. Modelio adekvatumu jsitikinta mazinant
dializés membranos storj (d2 — 00) ir parenkant tokias parametry reiksmes, kad ro
buty tiesinis. Santykinis skirtumas tarp skaitinio ir analizinio sprendiniy artéjo j nulj.

Dy =3,1x10"m?s7 !, Dy =9,8x 107" m?s7!,
Dy =1,4x10"2m?s7!, ki =6,7x10° M~ 1s™,
ko1 = 100 X ko, oy = 5,7 x 10° M~ 1571, ks =0,0034 C'm3,
s10= 1073 M, So0 =5 x 1073 M, e =ey =107 M.

(14)

Trisluoksnio biojutiklio veikimo modelio atsako priklausomybé nuo laiko, esant
skirtingiems difuzijos ir dializés sluoksniy storiams pateikta 1 pav. Skaiciavimuose
naudotos (14) modelio parametry reiksmeés. Dializés sluoksnio storius kei¢iant nuo
1 x 107" m iki 5 x 107° m, o difuzijos — nuo 5 x 107 % m iki 1,9 x 10~* m diali-
zés sluoksnio santykinis storis v kei¢iasi nuo 0,05 iki 0,9. Nagrinéti trys fermentinio
sluoksnio storiai d; : 1072, 107% ir 3 x 10~* m. Kaip matyti i§ 1 pav., difuzijos ir
dializés sluoksniai stacionariosios biojutiklio srovés reiksmes jtakoja labai nezymiai,
tiek mazesniam fermentinio sluoksnio storiui (1(a) pav.), tiek didesniems (1(b) ir 1(c)
pav.). Pastebima, kad storesnis fermentinis sluoksnis nulemia ilgesnj stacionariojo at-
sako laika, bei Siek tiek didesnj atsaka pirmojo veikimo etapo metu (1(b), 1(c) pav.).
Didesnés dializés sluoksnio santykinio storio reikSmés v taip pat nulemia didesnius lai-
kus, per kuriuos nusistovi stacionarusis atsakas (kreives 1 ir 2). Didesnis fermentinio
sluoksnio storis nulemia mazesne iSoriniy sluoksniy jtaka.
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Dvisluoksnio matematinio modelio skai¢iavimy paklaidos (a) ir trisluoksnio modelio santykinio atsako
(b) priklausomybé nuo fermenty koncentracijy santykio, di = 10~* m, o kity parametry reik§mes
kaip (14) ir 1 pav.

4 Rezultatai

Abiejy fermenty koncentracijos yra vieni svarbiausiy biojutiklio parametry. Siekiant
sumazinti modelio parametry skaiciy buvo naudojamas bedimensis fermenty koncent-
racijy santykis: & = ej/es.

Dvisluoksnio modelio skai¢iavimy paklaidos (a) ir trisluoksnio modelio santykinio
atsako (b) priklausomybé nuo fermenty koncentracijy santykio pavaizduota 2 pav.
Kei¢iant abiejy fermenty koncentracijas nuo 107 M iki 10~* M, koncentracijy santy-
kis & keiciasi 7 eilémis. Skaiciavimai atlikti skirtingiems dializés ir difuzijos sluoksniy
storiams. Kaip matyti i$ 2(a) pav., visiems nagrinétiems difuzijos ir dializés sluoksniy
storiams, paklaida yra mazesné nei 1%, kai £ < 1. Tokioms fermenty koncentracijoms
santykinis biojutiklio atsakas yra ganétinai didelis (I = 0, 5), beveik pusé maksimalios
vertés (2(b) pav). MazZesnés biojutiklio atsako reikSmés rodo mazesnj jo jautruma:
kai € > 10, tai I < 0,3. Modeliuojant biojutikliy veikima daznai laikoma, kad skai-
¢lavimy paklaida neturéty virsyti 10 % [1, 5.

Fermentinio sluoksnio storio d; ir pradinés antro substrato koncentracijos sog jtaka
dvisluoksnio modelio skaic¢iavimy tikslumui ir santykiniam biojutiklio atsakui patei-
kiama 3 pav. Skaic¢iavimuose naudota didziausias paklaidas nulemianti santykinés
fermenty koncentracijos reiksme, & = 1000. Dializés ir difuzijos sluoksniy reiksmeés
laikytos lygiomis, do = d3 = 3 x 1075 m.

I$ 3(a) pav. pastebima, kad skaic¢iavimu paklaida yra nepastoviai kintanti antro
substrato koncentracijos funkcija, pasiekianti maksimalias n = 27% reikSmes, kai
1074 M < 599 < 1072 M ir d = 3 x 10~% m. Santykinis atsakas yra didéjanti antro
substrato koncentracijos funkcija, su didziausiu poky¢iu butent Siame intervale (3(b)
pav.). Skai¢iuojant naudota s;o = 1072 M pirmo substrato koncentracija nulemia
biojutiklio elgsena: jei sog < s19, tuomet antro substrato jtaka bendram biojutiklio
atsakui yra nezymi, ir jo koncentracijos nustatyti eksperimentiskai nejmanoma.

5 ISvados

Nustatyta, kad biojutiklio su lygiagreciu substraty virsmu trisluoksnj matematinj vei-
kimo modelj galima keisti dvisluoksniu, panaudojant efektyvyji difuzijos koeficienta.
Dvisluoksnio modelio skaic¢iavimy tikslumas priklauso nuo antro substrato koncentra-
cijos sgg, fermenty koncentraciju santykio ¢ ir fermentinio sluoksnio storio d;. Tiks-

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 53, 2012, 1-6.
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Dvisluoksnio matematinio modelio skai¢iavimy paklaidos (a) ir trisluoksnio modelio santykinio atsako
(b) priklausomybé fermentinio sluoksnio storio d; ir antro substrato koncentracijos s2g. Dializes ir
difuzijos sluoksniy storiai lygiis: d2 = d3 = 3 x 10~° m, kitos parametry reiksmés kaip (14).

lumas tik nezymiai priklauso nuo dializés membranos ir difuzijos sluoksnio storiy,
atitinkamai ds ir ds.

Didziausia n = 27% dvisluoksnio modelio skaic¢iavimy paklaida gaunama, kai soq
reikSmé yra artima pirmo substrato koncentracijai sijg. Skai¢iuoti su mazesniu nei
1% tikslumu naudojant dvisluoksnj biojutiklio veikimo modelj galima visuomet, kai
£ < 10.
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SUMMARY

Computational modelling of the biosensor acting under parallel substrates con-
version with dialysis membrane
V. Aseris

A mathematical model of biosensor acting under parallel substrates conversion is investigated in this
paper. Model consists of reaction-diffusion equations with non-linear terms, which in general case
are solved numericaly. The mathematical model describes biosensor action in one-dimensional space,
which consists of enzymatic, dialysis and diffusion layers. The purpose of this work was to define
for which parameter values the layers of diffusion and dialysis membrane can be replaced by one
external layer, described by the effective diffusion coefficient. The simulation error of two-layered
model response was investigated by comparing it to the values of three-layered model response.

Keywords: biosensor, parallel substrates conversion, mathematical modelling, effective diffusion co-
efficient, finite difference scheme.
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