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Santrauka. Siame straipsnyje pagrindiniy komponenéiy iskyrimo metodas taikytas vien-
maciams parabolinio tipo uzdaviniams spresti. Pirmiausia trumpai aptarta sio metodo taiky-
mo vienmacio parabolinio uzdavinio sprendimui schema, o po to nagrinétas metodo jautru-
mas difuzijos koeficiento ir Saltinio funkcijos atzvilgiu. Gauti skaitiniai rezultatai pateikiami
grafikais ir lentelémis.

Raktiniai Zodziai: parabolinio tipo lygtys, skaitiniai metodai, pagrindiniy komponenciy isskyrimo

metodas.

1 Ivadas

Parabolinio tipo lygtys sutinkamos nagrinéjant jvairius fizikinius procesus. Difuzija
yra stebima jvairiy cheminiy reakcijy metu, ji svarbi opcijony dinamikos modeliuo-
se ekonomikoje, analizuojant Brauno judesius tikimybiy teorijoje ir technologiniuose
taikymuose. Tokiems uzdaviniams spresti placiai taikomi skaitiniai metodai: jvairios
isreikstinés ir neisreikstinés baigtiniy skirtumuy schemos, baigtiniy turiy, Galiorkino
ar spektriniai metodai.

Nagrinéjant realius fizikinius procesus, pavyzdziui licio jony koncentracijos kitima
li¢io jonu baterijoje [4] ar skysc¢iu dinamikos uzdavinius [1, 2, 3], susiduriame su la-
bai didelés dimensijos uzdaviniais. Tokiy uzdaviniy sprendimas net ir specializuotais,
lygiagreéiaisiais skaitiniais metodais tampa ganétinai ilgas.

Naturaliai atsiranda poreikis ieskoti budy, leidzianéiy sumazinti nagrinéjamo uz-
davinio dimensija ir paspartinti skaic¢iavimus, neprarandant pagrindinés informaci-
jos apie procesa ir labai nepadidinant skaiciavimo paklaidy. Vienas i$ tokiy meto-
du yra pagrindiniy komponenéiy isskyrimo metodas (PKIM), kuris dar vadinamas
Karhunen—Loeve dekompozicija arba ortogonaliosios dekompozicijos metodu [2, 6].
Siuo metodu naudojant ortogonaligsias funkcijas sumazinama uzdavinio dimensija ir
ieskoma naujo uzdavinio sprendiniy. Naudojant nesudétingas transformacijas gauna-
mos ir pradinio uzdavinio sprendiniy aproksimacijos.
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2 Uzdavinio formulavimas ir diskretizacija

Nagrinéjame vienmatj parabolinj uzdavinj su pradinémis ir krastinémis salygomis:

ou 1o} 8u
w0, =0, w(l)=0  0<t<T, (1)

u(z,0) = (x).

Nagrinéjamoje srityje apibréziame diskretyji tinklelj diskretizuodami erdving ir laiko
koordinates wp, = @Wp X @y, la O = wp U {xo, 2N}, ©@r = wr U{to}, h = 1/N,

wh ={wi=ih, i=1,2,...,N—=1}, w,={t; =47, j=12,....K, tx =T}

ISvestines aproksimuojame taip:

Ou _ u;—uiq Ju Ity
o ho ot r
0 ou 1
9 (k?( )833) AU = 72 (Kivosuivt — (kivos + ki—os)uwi + kico5ui-1),

éla k; = k(x:), ul = u(wi,t), uf = (x;), ul =0, w)y = 0.

Diskretuji uzdavinj sprendziame naudodami Kranko—Nikolsono schema [5], kurios
aproksimacijos paklaida yra O(72 +h?) eilés, t.y. sprendinio naujame laiko sluoksnyje
ieskome taip:

Uit — i %AUJ' + %AUJ”r1 + 7F7. (2)

(1) uzdavinys — tai bendresné parabolinio tipo lygtis nei nagrinétoji [6] straipsnyje.
Imdami lygtj su kintamu difuzijos koeficientu ir jtraukdami saltinio funkcija siekiame
apibendrinti [6] darbe taikyta metodika ir gautus rezultatus, atsakyti i klausima, ar
PKIM metodas gali buti taikomas bendresniems parabolinio tipo uzdaviniams spresti
tais atvejais, kai nepritaikomas standartinis Furjé metodas.

3 PKIM taikymas paraboliniam uzdaviniui

Pagrindinis PKIM metodo tikslas yra neprarandant svarbiausios informacijos apie
sprendinj sumazinti pradinio uzdavinio dimensija. Ieskome tokios ortogonaliy baziniy
funkcijy sistemos {qbé-}, kuri yra optimizavimo uzdavinio

2

max
1<I<s
1=1

N .
Zu’-¢é

Jj=

sprendinys, tenkinantis normavimo salyga (¢, ¢!) = 1.
Naudodamiesi PKIM idéjomis, kurios placiau aprasytos [2, 6], aptarsime vienma-
¢io parabolinio tipo uzdavinio sprendimo schema;:
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o Kranko-Nikolsono metodu (2) sprendziame (1) uzdavinj ir fiksuojame sprendi-
nius M laiko sluoksniuose, t.y. sudarome matricas

1 2 M
u u .U . 1
U= 2 2 2 ir B=—UU".
1 2 M
Uy Uy ... UN

o Randame matricos B SVD (singular value decomposition) skaidinj:
B=SDVT,
¢ia D — jstrizainine (N x N) eilés matrica, kurios pagrindinés jstrizainés ele-

e DY . . c v s L
menty reiksmés lygios 3% (\; — matricos U singuliariosios reiksmeés). Reiksmes

i iSdéstome nedidéjancia tvarka.

e Pasirenkame minimaly s tikriniy vektoriy skaiciy, leidziantj iSsaugoti apie 99%
pradinés informacijos, t.y.

s N
D> A =099 A
=1 =1

Pasirinktieji vektoriai sudaro ortonormuota erdvés R® baze ir vadinami pagrindi-
némis komponentémis. Pagrindinés komponenteés leidzia (2) uzdavinio sprendinj
uzrasyti kaip tiesinj déstinj:

Ul = Yd, (3)

¢ia UJ yra N-matis vektorius kiekviename laiko sluoksnyje, ¢ — pagrindiniy
komponenciy (N x s) matrica, o Y7 — déstinio koeficienty s-matis vektorius.

o IraSe (3) iSraiska j (2) diskretyjj uzdavinj, turime
GYIH = DY 4 SAPYT 4 ZAGYI ! 7.
Kadangi #7® = I, tai PKIM sudarome mazesnés dimensijos uzdavinj:
Y = YT 4 20T ADY + S0 AGY T 4 70T
(2) uzdavinio matricos dimensija buvo N x N, o iSskyrus pagrindines kompo-
nentes ji sumazéja iki s X s.

o ISsprende mazesnés dimensijos uzdavinj, naudodamiesi (3) iSraiska surandame
pradinio uzdavinio diskretyjj sprendinj.

PKIM surastojo sprendinio (ji pazymékime U Ijg ) paklaida jvertiname taip:
|U(£L’i,tj) — UIJDK| < |u(l‘i,t]’) — U‘]‘ + |U‘] — UIJDK|

Cia |u(z;,t;) — U’| yra O(7% + h?) eilés Kranko-Nikolsono metodo paklaida, o [U7 —
U3 | gaunama vertinant skirtuma tarp N x N ir s x s dimensijos uzdaviniy sprendi-
niy M laiko sluoksniuose ir yra O(max{Ay 11 exp(£), 72, h?}) eilés dydis [6)].

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 563, 2012, 7-12.
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1 pav. Parabolinio uzdavinio dvi 2 pav. Pradinio ir redukuotojo uzdaviniy
pagrindinés komponentés. sprendiniai.

4 Ivairiy vienmaciy paraboliniy uzdaviniy sprendimas PKIM

Pirmiausia nagrinéjame vienmatj parabolinj uzdavinj (1), kai k(z) = 1, ¥(z) =
x(1 — :E)ez2, f(x,t) = 0. Pasirenkame erdvinés koordinateés zingsnj h = 0,1, laiko
koordinatés — 7 = 0,005 ir suformuojame M = 20 sprendiniy rinkinj laiko momen-
tais t = 0,1;0,2;...;2, kurj naudojame parabolinio uzdavinio tikriniams vektoriams
nustatyti. Beveik visa informacija apie sprendinj turi dvi moduliu didziausias tik-
rines reiksmes atitinkantys tikriniai vektoriai — uzdavinio pagrindinés komponentés
(Zzr. 1 pav.). Rezultatai yra analogiski publikuotiems [6] straipsnyje. Pastebékime,
kad tokius rezultatus gauname ir Furjé metodu.

Musy tikslas yra iSsiaiskinti, ar nustatytosios pagrindinés komponentés tinka ir
bendresniems paraboliniams uzdaviniams. Sprendéme uzdavinius, kuriuose keitéme
difuzijos koeficienta ir saltinio funkcija, bet taikydami PKIM metoda naudojome pag-
rindines komponentes, surastas (1) uzdaviniui, kai k(z) = 1, ¢¥(x) = (1 — z)e*",

f(z,t) = 0.

1 pavyzdys. Nagringjame PKIM jautruma parabolinio uzdavinio difuzijos koeficiento
atzvilgiu. Sprendziame (1) uzdavinj, kai k(z) = 0, 1422, ¢(z) = z(1—2)e”, f(z,t) =
0. Remdamiesi PKIM metodo idéjomis ir taikydami 3 skyriuje aprasyta algoritma,
sudarome ir sprendziame redukuota 2 x2 dimensijos uzdavinj. 2 pav. matome pradinio
(iStisiné linija) ir redukuotojo (taskeliai) uzdaviniy sprendinius laiko momentais ¢ =
0,1,t=0,2,t=0,3,t=0,4, ¢t = 0,5, 0 3 pav. pavaizduotos paklaidos |U] — U],
i=1,...,N — 1. Pastebime, kad didziausios paklaidos gaunamos pirmuosiuose laiko
sluoksniuose, o véliau jos mazéja (4 pav.). 1 lenteléje matome skai¢iavimy rezultatus.
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3 pav. Paklaidy [U7 — UZ | grafikas. 4 pav. Paklaidy dinamika.
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1 lentelé. 1 pavyzdzio skaiciavimy rezultaty lentelé.
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5 pav. 2 pvz. paklaidos |UJ — U;K\. 6 pav. 2 pvz. paklaidy kitimas.

2 pavyzdys. Nagrinéjame PKIM jautruma parabolinio uzdavinio Saltinio funkcijos at-
zvilgiu. Sprendziame (1) uzdavinj, kai k(x) = 1, f(x,t) = %(1707%%, (x) =

x(1— x)em2. Paklaidas |U7 — U, | ir ju kitimo grafika matome 5, 6 pav.

Sie pavyzdziai parodo, kad nustatytosios parabolinio uzdavinio pagrindinés kom-
ponentés neblogai tinka ir modifikuotiems uzdaviniams. Taciau didesnj tiksluma
gautume tada, jei pagrindines komponentes surastume atsizvelgdami j sprendziamo
uzdavinio specifika (ivertintume tai, kad pasikeité difuzijos koeficientas ar Saltinio
funkcija).

5 Rezultaty aptarimas ir iSvados

Apibendring 4 skyriaus skai¢iavimy rezultatus, galime daryti tokias iSvadas:

1. PKIM leidzia zenkliai sumazinti pradinio uzdavinio dimensija neprarandant pag-
rindinés informacijos apie uzdavinio sprendinj.

2. Kai pagrindinés komponentés yra parenkamos atsizvelgiant j suformuluota uz-
davinj, sprendiniy paklaidos atitinka joms keliamus reikalavimus.
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SUMMARY

Proper orthogonal decomposition method for some parabolic type equations

G. Jankeviciaté, T. Leonaviciené and R. Ciegis

In this paper proper orthogonal decomposition method for 1D parabolic type equations is described.
First basic ideas of method are presented and application scheme for compiutations is derived. Later
the sensitivity of proper orthogonal decomposition method is analyzed depending on the diffusion
coefficient and source function. The obtained numerical results are presented in figures and tables.

Keywords: parabolic equations, numerical methods, proper orthogonal decomposition method.
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