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Santrauka. Darbe nagrinéjama pirmos eilés diferencialiniy lyg¢iy silpnai netiesiné hiper-
boliné sistema su krastinémis salygomis ir konstruojama ja atitinkanti suvidurkinty isilgai
charakteristiky integraliniy diferencialiniy lygciy sistema. Darbo tikslas — nustatyti kada
suvidurkintas krastinis uzdavinys turi klasikinj periodinj sprendinj.

Raktiniai zodziai: asimptotiné analizé, bangy saveika, hiperbolinés sistemos, krastinés salygos,

rezonansas, vidurkinimas.

1 Ivadas

Straipsnyje nagrinéjama pirmos eilés diferencialiniy lygciy silpnai netiesiné hiperbo-
liné sistema ir konstruojama ja atitinkanti suvidurkinty iSilgai charakteristiky in-
tegraliniy diferencialiniy lygciy sistema. Sistemos atsiranda i§ praktiniy uzdaviniy,
konstruojant skyscio ar dujy dinamikos, tamprumo teorijos, plazmos fizikos ir kity
reiskiniy matematiniy modeliy ilgyjuy bangy asimptotika. Uzdaviniui su pradinémis
salygomis buvo skirta nemazai tyrimy [9], tad¢iau ¢ia nagrinéjamas uzdavinys su kras-
tinémis salygomis beveik néra istirtas literaturoje. Atkreiptinas démesys j tai, kad
krastinés salygos, kai yra zinomas bangos profilis pradiniu laiko momentu ir zinoma
generuojama banga esant erdvinio kintamojo krastinei reikSmei, turi realias praktines
interpretacijas. Paminékime, pavyzdziui, stumoklio uzdavinj [1, 8], kuriam budingas
smuginiy banguy atsiradimas, taciau sio tyrimo metodika nukreipta j bangy rezonan-
sinés saveikos modeliavima. Siame straipsnyje apsiribojame modeliniu uzdaviniu, kai
suvidurkintos sistemos desinés pusés nepriklauso nuo daliniy iSvestiniy, t.y., nagri-
néjame pusiau tiesing sistema, nes toks uzdavinys, viena vertus, leidzia nesigilinti j
budingas kvazitiesinéms sistemoms subtilybes, o, antra vertus, jis reikalauja jveikti
specifinius asimptotinio integravimo sunkumus. Darbo tikslas — nustatyti kada suvi-
durkintas krastinis uzdavinys turi klasikinj periodinj sprendinj. Tai yra pirmas zings-
nis auksciau minéty realiy reiskiniy matematiniy modeliy asimptotiniams artiniams
konstruoti.

2 Uzdavinio formulavimas

Nagrinésime pirmosios eilés silpnai netiesing hiperboline diferencialiniy lygc¢iy daliné-
mis iSvestinémis sistema su krastinémis salygomis (viena, kai t = 0, o kita — 2 = 0,
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t.y., diferencialinés lygtys nagrinéjamos srityje ¢ > 0, > 0), kuri yra autoriy nagri-
neto [3] bangy saveikos uzdavinio modelinis atvejis:

ri(t, @) + Mrie (6, @) = ef1(t, x,r1,72),

ror(t, ) — Aaray(t, ) = efa(t, x,r1,72), )
r1(0,z) = p(z), r1(t,0) = (1),

r2(0,2) = x(x), t=0, z>0,

¢ia € — mazasis teigiamas parametras, f1, fa2, ¢, 1, x zinomos, tolydziai diferencijuo-
jamos pagal visus kintamuosius funkcijos. Sio krastinio uzdavinio (1) tiesioginio (t. y.,
skleidinio pagal mazojo parametro € laipsnius) asimptotinio skleidinio

ri(t,x;e) = rjo(t, x) +erj(t, x) + 0(52) (2)

nariams r;o turime formules, kurios yra nesutrikdytosios (1) sistemos (t.y., kai ¢ = 0)
sprendinys

oz — A\t), kaixz > M\t
t =
rio(t,7) o(t-1) kait> (3)
1 1

roo(t, ) = x(z + Aat).

o nariams 7;; rasti turime spresti uzdavinj:

i1+ Mriie = e f1(t @, rio(t 2), rao(t, ),
o1t — AaTa1z = € fa(t, @, m10(t, ), a0 (t, ), (4)
rjl(O, I) = O7 ’I“jl(t, O) =0.

Integruojame (4) lygtis pagal charakteristikas. Atkreipkime démesj j tai, kad funkcijos
r91 pointegraliniams reiskiniams reiksti naudojamos (3) formulés, kuriose isskirti du
atvejai. Tuomet:

¢
ri(t, o) = / Ji(s,z = At 4 As, o(@ — Ait), x(s,2 — Mt + (AL 4 X2)s)) ds,
0
kai x > )\175,

1 T
ri(t,x) = )\—1/ fl(t—%—i—)\%,r,w(t— %),X(T—f—)\g(t— %—i—%))) dr,
0

kait > )\%,
t
ro1(t, ) = / f2(s,2 + Aot 4 Xas, o(z + Aot — (A1 + A2)s), x(z 4+ Xot)) ds.  (5)
0

Pazymeékime (5) reikSmiy vidurkius:

1T
() = Tlgn ?/ f (s,x — At + Ais, p(z — A\it), X(s, x—Mt+ (M + )\2)5)) ds,
oo 0
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1 1 [~ x
= dm e [a(e et (5
X<r+>\2<t)\—1+)\1>)>dr,

1T
<fj>t2:111_>r1;0f/ f2(s,2 4+ Aot 4+ Xas, (@ + Aot — (A1 + A2)s), x(@ + Aat)) ds.
0

Tada kiekviename is (5) integraly galima iSskirti periodine ir neperiodine (ji bus
proprocinga ¢ arba x) dalj ir (5) reiSkinius pazymeéje rj; = F; galima perrasyti taip:

Fy=(f;)+[f;], kaij=12. (6)

¢ia [f;] = Fj — (f;). Tuomet gauname r;; = F; + t(f;), ¢ia F; yra funkcijuy (f;) inte-
gralas, apskai¢iuojamas pagal (5) formules, funkcijos F; periodinés ir todél apréztos.
Taigi, kai funkciju vidurkiai (f;) néra lygus nuliui, (2) skleidinys turés sekuliariuosius
narius et(f;)% ir ex(f1)f.

3 Vidurkinimo schema

Tam, kad asimptotinis skleidinys buty tolygiai tinkamas dideléje greityjy kintamuyjuy
atzvilgiu srityje ¢,z ~ O(e~1) bitina, kad jis neturéty sekuliariyjy nariy. Tuo tikslu
taikome vidinio! vidurkinimo igilgai charakteristiky metoda [2, 5, 6].

Pazymeékime létuosius kintamuosius 7 = €t, £ = ez ir greituosius charakteristinius

kintamuosius y1 = x — AMt, yo = + Xot, 21 =t — /\% ir taikydami dviejy masteliy

metoda [7], gauname tokia suvidurkinta sistema:

7_’1 + )\1771 _ <f1>t1, kai f 2 )\17’7
T ST ), kai & < A (7)

- = AoToe = (f2)}.
Vidurkinimo operatoriai apibréziami (5) formulémis: kai & > A7
Wt
<f1(ta Z, Ta€7T17T2)>1

1" i} _
= lim f/ Ji(s,yn + A, 7, 671 (T, 6 11), T2 (T, 6, y1 + (A1 + A2)s)) ds,
0

<f2(t;1'a7—a€77717772)>;
1t , .
= lim —/ fg(s,yg—AgS,T,{,h(T,f,?jQ—()\1-1-)\2)8),7“2(7'75;?42)) ds,
0
<f2(ta$a7-a€77:17f2)>;
:Tlggo%/o f(s Yo — A2, 75,7“1(7 & — g)\/j + (1+ ;2) )77“2(T7§,y2)) ds
(8)

I Vidurkinimas vadinamas vidiniu [4], todél, kad (8) formulése integruojamos dar nezinomos funk-
cijos 71, T2.
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kai £ < M7

<f1(t x,T,&,T1,T2) >;c

Ao
_ A_l)(lgnoof/ (21—1— T 6 T1(T, € 1), 7“2(7 &, Aoz +r(1+ )\1))) dr.

Suvidurkintos sistemos sprendinj konstruosime nuosekliyjuy artiniy metodu. Tar-
kime, kad funkcijos 7"? (1,€,y5,%;) yra 27 periodinés pagal greituosius kintamuosius
y; ir zj, o funkcijos f; — pagal ¢ ir . Tada (7) suvidurkintos sistemos sprendinio
egzistavimas jrodomas, naudojant nuosekliuosius artinius:

karl + )\ —k+1 _ MIT [fl (taIaTagvf]fﬂ:g)L kal § 2 )\17-;
oA MX[fy (w7, 6,75, 75)], kai € < Ao, (9)
)‘277]265+1 M2T I:fQ(t7x7T7§)’FIf777]2€)j|7

T2T

Pilnas jrodymas atlieckamas pagal [9] metodika, kurio dél apribojimo straipsnio apim-
¢iai nepateiksime.

Pazymékime 9 = rjo, 7 = fi(t,z,7,&,79,r9) ir iSskleiskime suvidurkintos siste-
mos desines puses Furjé eilutémis:

lit+lgx+1 l
f] (T f t,x yl,yg Z f]lfl l1l2 T, 5) eXpl(‘ Hlez+li1y1+ 2y2)7
Lesla byl
kai € > M7, j = 1,2,
[Pt 21, y2) Z £, (7€) expl (i lemthiztlavs),
L la,la,l2

kai £ < M7, 5 =1,2.
Tada funkcijy ff vidurkinimo rezultatas:

Trek) Loty +1
My [f7] = E fuz 1o (T €) exp!(l=thitiz)n
Liyle,la,l2:
LA le+Hl2(A1+A2)=0
Xpeky _ k (1o +11 Aol
M7 [f{] = E futlwllb(ﬂf)eXpl(t 1HAala)z

le oy ly,lot
ltﬁJrlirb (1+%):

Tr ek k i(le+1i+1
M; [f2] = Z f2ltla;l1l2 (T’f) eXpl( e 2)1!27
UNZYURPE
le—MXaly—la(A1+A2)=0
S k i(lp 1y — L L
My [f] = 2 FBiutatats (7€) exp™ AT,

Loy la,lat
le—=A2la+l2 (H—;—f) =

cialy,lo, I3, 14 yra sveikieji skaiciai. Remiantis vidurkinimo rezultatais, gauname Furjé
eiluciy koeficienty numerius, kurie turi tenkinti rezonanso salygas:
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I + Mlp + 1a(A1 + X2) =0,

1 Ao

Lo n(1+22) 2o,
Zt)\1+l +l2( +)\1) 0
Iy — Aoly — l2()\1 + )\2) =0,

A
ztA21z+12<1+—2> =0.
A1

Nuosekliyju artiniy (9) funkcijos yra 27 periodinés pagal greituosius kintamuosius,
kai egzistuoja salyga A\; = Ay = 1. Sis atvejis \; = Ao = 1 gali atrodyti kaip specifinis,
taciau jis budingas taikymams. Pavyzdziui, akustikoje koeficienty A, Ay prasmeé yra
garso greitis, o bangos juda j skirtingas puses tuo paciu greic¢iu. Taigi pakeitus greicio
dimensija, galime gauti Ay = Ao = 1.

(10)

4 Pavyzdys

Panagrinékime (1) uzdavinio pavyzdj, kai Ay = Ao = 1, o funkcijos f1, fo yra tiesinés

tokio pavidalo f1 = a(x)re, fo = b(x)r1, a ir b yra periodinés su periodu 27 funkcijos.

Tada atitinkama suvidurkinta sistema (7) turi tokj pavidala:

a(x > kai & > M\,

rir + Airie = {

! He= {<a(:c 2), kai & < AT, (11)
T2r — Ao = (b(@)r1).

Tarkime, kad

a(x) = ag + a1 cos(x) + ars sin(x) + age cos(x) + agg sin(x) + -+,
b(x) = by + by cos(x) + bygsin(x) + ba. cos(x) + bogsin(z) + - - .

Tada (11) sistemos sprendinio ieSkome tokiu pavidalu r; = rjo + 7j1ssin(z) +
rjiccos(x) + - -+, Ca rjo, rj1 yra 7 ir £ funkcijos, funkcijoms rjo rasti sprendzia-

e (11) sistema su deSine puse agrgo ir borip atitinkamai. Funkcijoms rji1 ir rj1c
rasti, sprendziame diferencialiniy lygciy sistema

321715 aglgc = %a2cr2lc(7; ) + %a2sr215(77£);

i aggs = So2ure(r, ) — Zarrna(r, ) .
agils - 322; = —152c7“11s(7'7§) + %b2srllc(7-; &),

% - 822510 ;bQ(,rll(,(T &)+ 55257“115(7 &), &= M.

% + 821610 ;(12c7’215(7' &)+ ;a2sr215(7 §),

6217_18 + 821516 ;a257“21c(7' §) — %a2cr2ls(7, £), "
Oraic  Oraic 1b2¢r11¢(7 6 - 15257“113(7',5), (13)
or 85 2 2

822715 - 82255 = ;b2s7"11c(7 £+ lbzcms(T ), &<\,

kuri turi buti papildoma atitinkamomis krastinémis salygomis (1).
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Pastebékime, kad gautoji sistema (12)—(13) yra baigtiné, nes uzdavinys yra tie-
sinis. Bendruoju atveju, gautume begaline diferencialiniy lygciy sistema. Uzdavinys
(12)—(13) nepriklauso nuo mazojo parametro ¢ ir sprendziamas kompaktinéje srityje
[0; 70] % [0; &o], todél jis nebeturi asimptotinio integravimo problemuy ir ji galima spresti
skaitiniais metodais. Atvejai, kai A\; # Ag # 1 yra tolimesniy tyrimy objektas.

5 ISvados

Taigi straipsnyje parodyta, kad svarbiu taikymams atveju A\; = Ay = 1 nagrinéjamas
(1) krastinis uzdavinys turi tolygiai tinkama srityje (¢,2) € [0,0(s™1)] x [0,0(e71)]
asimpotinj sprendinj, kuris yra suvidurkintos sistemos (9) sprendinys.
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SUMMARY

The research of semi-linear hyperbolic system of averaged equations with perio-
dic boundary conditions
A. Krylovas, R. Kriauziené

In this paper weakly non-linear hyperbolic system of the first order differential equations with boun-
dary conditions is studied. The averaged system of integro-differential equations along the charac-
teristics is contructed. The aim of this paper is to get the conditions for the existence of classic
solution to mentioned averaged problem.

Keywords: Asymptotical analysis, averaging, interaction of waves, boundary condition, resonance,
the systems of hyperbolic equations.



	Ávadas
	Uþdavinio formulavimas
	Vidurkinimo schema
	Pavyzdys
	Iðvados
	Literatūra

