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Santrauka. Nagrin¢jama kvazitiesiné suvidurkinty lygéiy sistema su periodinémis pradi-
némis salygomis, kuri atsiranda konstruojant jvairiy netiesiniy banguy saveikos matematiniy
modeliy ilgyju bangu asimptotikas. [rodomos lemos, leidziancios pertvarkyti kvazitiesing
integraliniy diferencialiniy lygciy sistema j pavidala, analogiska pusiau tiesinés hiperbolinés
sistemos, uzrasytos Rymano invariantais. Tai leidzia zinomais metodais nustatyti sprendinio
egzistavimo salygas.

Raktiniai Zzodziai: asimptotiniai metodai, vidurkinimas, netiesinés bangos, hiperbolinés sistemos.

1 Ivadas
Nagriné¢jama suvidurkinty lygciy sistema

ou; - ou;
a_TJ:Mj ij(U)+;fﬁ(U)a—% . U= (u1,ug,...,up) (1)

su periodinémis pradinémis salygomis

uj(O,yj):uoj(yj)zuoj(yj+27r), 71=12,...,n, yj:I—)\jt, (2)

¢ia M; — vidurkinimo iSilgai nesutrukdytos (t.y., kai ¢ = 0) hiperbolinés sistemos (5)
charakteristiky operatorius:

Mj [f(’l', t, SC)]

= lim
T— 00

T

1

?/f(T,s,yj + \js)ds. (3)
0

Sis operatorius atsiranda, konstruojant hiperbolinés kvazitiesinés sistemos

oUu ou
ot + A(U) o =0 (4)
ilgujy bangy asimptotika U = Uy + eU, 0 < e < 1, tolygiai tinkama ilgame laiko
intervale t € [0,0(¢~1)]. Tokios sistemos pateikiamos literatiiroje [5, 1], tac¢iau pa-
prastai palieckamos be tolesnio tyrimo ir traktuojamos kaip tam tikras asimptotinio
integravimo rezultatas. Jos buvo sprendziamos skaitiniais metodais [4], bet tikslaus
sprendinio egzistavimo klausimas néra pakankamai istirtas.
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Jei (4) sistema yra hiperboliné, ja galima perrasyti Rymano invariantais [6]:

ou; ou;
a—tj + ja—; =efj(U,Ug;e). (5)
Cia A;j yra matricos A(Up) tikrinés reikSmés. Pareikalaukime, kad visos jos butu
skirtingos:
Vi#j) N #XN, 4,7=12,....n. (6)

Pastebékime, kad (6) salyga garantuoja (4) sistemos hiperboliskuma.

Suformuluoti uzdaviniai nagrinéjami literaturoje [5, 1], kai f; turi tik kvadratinius
netiesiskumus uy, %7;". Bendresnis (1) suvidurkintos sistemos pavidalas buvo nagri-
néjamas [2, 3] su jvairiomis, nebutinai periodinémis pradinémis salygomis. Taciau
pilnas asimptotinio artinio pagrindimas, t.y., (1) ir (5) uzdaviniy egzistavimas, vie-
natis ir ju artumas ilgame laiko intervale ¢ € [0,0(s71)], darbuose [2, 3] pateiktas tik
esant pusiautiesinei (Zr. [6]) sistemali, t.y., kai (1) ir (5) deSinéje puséje néra daliniy
iSvestiniy.

Cia pradéto tyrimo tikslas — parodyti, kad uzdaviniai (1)—(3) turi vienintelj klasiki-
nj sprendinj, kai galioja (6) salyga ir funkcijos f;;, uo; yra tolydziai diferencijuojamos.
Siame darbe mes jrodysime kelias vidurkinimo operatoriaus (3) savybes, kurios leis
perraSyti sistema (1), (2) pusiau tiesinés sistemos pavidalu, kuria bus galima tirti
zinomais [6] metodais.

2 Operatoriaus sgvybeés

IS operatoriaus M; apibrézimo (3) matome, kad

T
. 1
M;lg(myrsye, - )] = lim = /g(ﬂ yi+ (i + XA = A1)s
0
+ (yj + )\j — )\2)5, ceey (yj + )\j — )\n)s) ds = <g>j(7',yj).
(7)
Is (7) isplaukia, kad
M;[g(r,y5)] = 9(7,95)- (8)
Taigi (1) sistema galime perrasyti taip:
8uj an - 8u2
a9 <fjj(U)>ja—yj = M; {fjo(U) + iji(U)a_yz}- (9)

i#j

Parodysime, kad (3) reiskinj galima diferencijuoti pagal = (tai atitinka diferencijavima
pagal charakteristinj kintamaji y;).
1 lema. Jei funkcijos f, % yra tolydzios ir periodinés pagal t ir x su periodu 27, kai
7€[0,7%, 7° > 0 — const (rasysime f(7,t,x) € C3_([0,7°] x R?)) tai

T

0 1 a 5 Oy )\] a at7
O v [t t)] = Jim / W@ZMJ%} (10)
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Irodymas. Pazymékime

Af(T,t,I) = Af(T,t,I + AI’) - f(’f',t,lﬂ),
1

M[Af] = T /T (f(r, 8,04+ Az + Njs) — f(7,8,3+ \;js)) ds.
0

Pastebéje, kad egzistuoja 0(r,s,T) (0 < 0 < 1):

Of(r,s, x4+ 0Ax + Ajs)

A
ox v

Af =

gauname

4 S R

g /o] = Jim fi 2 MTTAT)
T .

— Lm  lim i/ Of (1,8, + 0Ax + \js) dij{ﬂ}
0

o Az—0T—o00 T ox ox '

Is 1 lemos iSplaukia formulé:

M][f(T,yl,,yn)]ZMjlzaf(T,yal—;ﬂc,yn)] (11)
k=1

9
8yj

Pastebékime, kad jei funkcija f(7,t, ) turi tolydzia daline iSvestine pagal 7, tai
galioja:
0

S M [f ()] = M, [M}

or

Tarkime, kad g (y) ir u;(y) yra tolydziai diferencijuojamos 27-periodinés funkcijos
(rasome gy, u; € C3.(R)). Pazymékime:

G(y) = g(y) aqgl(ly)’

AG(y) = Gy + Ay) — G(y),

Oui(y + Ay + (N — \i)s)
y
aui(y + ()\J — )\1)5) ds
oy '

M][AG] =%/0 (Qk (y+ Ay + (N = M)s)

— 9k (y + ()\j — )\k)s)

Pertvarkome §j reiskinj taip:

T
T —— J
Mj [AG] = T/ <Agk oy + grA a2y ds.
0

Pasinaudokime tuo, kad egzistuota 6(y, s) (0 < 0 < 1):

_ 8gk(y + GAy + ()\] — )\k)s)
Ay

Agy, Ay
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ir integruojame reiskinj dalimis:

T
_ )\j - >\k 8gk Auz
0

1 8gk du; 1 Au; T
AG —_— g ——
Ay [ I= 8 8 o T\ — )\i)gk Ay |

Kadangi visos funkcijos tolydzios ir periodinés, egzistuoja ir lygios ribos

lim lim —MT[AG] lim lim A—MT[AG]

Ay—0T—o0 Ay T—o0 Ay—0 Ay
Pasinaudoje lygybe

A= A=A

1— =
PV VI VI v

8u7

gauname, kad funkeija M;[gi 5] yra diferencijuojama ir galioja formulé

0 é)ul )\k — )\Z 6gk é)ul
— M:lg.=—| = M;| = . 12
dy; {gk 8yi] =AY [8% 8yi] (12)
2 lema. Tarkime, kad f(u1,uz,...,u,) € CH(R™), ui(r,y;) € C3.([0,7°] x R), i # j
ir galioja (6) sglyga. Tada funkcija M;[f(U) ‘9“1] turi daling isvesting pagal y;:
—M,; — = M . 1
o, J[f (U)ayz} 25 { dur Oy Oy (13)

Irodymas isplaukia i$ (12) formulés, pakeitus gy i funkcija f(U).
Pazymeékime g; reiskinj (9) sistemos (t.y., pertvarkytos (1) sistemos) desinéje pu-
séje:

f]O +ijz

i#]

Tada i$ 2 lemos iSplaukia, kad M;[g;](7,y;) € C3.([0,7° x R) ir

Z":<%auk ~ i 0fy 8uk8uz)] 14)

ay;

0
M;[g;] = M;
-M;lg;] jL_l uy, Oy, o )\ — A Ouy, Oyy Oy

3 Savybiy pritaikymas

Pazymékime giyj =wv; ir W = (u1,u2,...,Un,v1,02,...,0,) = (w1,...,W2p). Tada
diferencijuojame (1), (2) pagal y; ir taikome (13), (14) formules:

005 _ agy Gy w)) 2

Ow;
or J [

Dy, =M, Fj(W)]7 (15)
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cia

G; =0, kaij=1,2,...,n
Gj=fjmnj-n(wi,we,...;wy,), kaij=n+1n+2,...,2n,

( ) = fOJ +Zfﬂ

= foj(’wl,. ..,U}n) +iji(w1,.. .,wn)wn+i, kalj = 1,2,. oy,

nﬂ_z fm +Zaf0] +ZZ>% Ai 3f0y( )Uk'Ui-

k=1 i#j Uk

Uzrasome pradines salygas:

wj(oayj):umj(yj)a j:172a"'72na (16)
_ dug;
¢la woj = uoj, Wontj = T
Taigi gavome “prailgintos” (Zr. [6]) sistemos analoga, t.y., sistema jau uzraSy-
ta taip, kaip uzrasomos hiperbolinés pirmosios eilés diferencialiniy lyg¢iy sistemos
Rymano invariantais, t.y., sistema nebeturi desinéje puséje daliniy iSvestiniy.
Kosi uzdaviniui (15), (16) sistemai galima taikyti nuosekliyjy artiniy metoda:

owh owit!
WO =Wo, —— = M;[G; (Wk)}a—% = M;[F;(WH)]. (17)

Panasiai kaip buvo daroma [2], galima jrodyti (17) funkciju sekos konvergavima i
(15), (16) uzdavinio periodinj sprendinj tam tikrame intervale 7 € [0,7°]. Tadiau
straipsniuose [2, 3] nebuvo iSnagrinétas atvejis, kai (15) sistemoje G; # 0, o tai sudaro
tam tikrus uzdavinio tyrimo sunkumus ir yra musy tolimesniy tyrimu objektas.
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SUMMARY

Properties of the averaging along the characteristics hyperbolic of the system
operator
A. Krylovas, O. Lavcel-Budko

Examing the averaged equations system with periodic initial conditions. Proved the lemmas, which
allow to reorganize the system in to the form similar to a semi-linear hyperbolic system written in
Riemann invariants. This allows to set conditions for the existence of the solution.

Keywords: asymptotical methods, averaging, nonlinearwaves, hyperbolic system.
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