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Santrauka. Nagrinéjame gravitacinés Svytuoklés ant tampraus sitilo svyravimy modelj.
Sis modelis susiveda i dvejy netiesiniy gana komplikuoty lygéiy sistema [2], kurioje i$sa-
miai nagrinéjami tik atskiri artéjimai stacionarios busenos atzvilgiu. Naudojant papildomas
fizikines prielaidas apie nagrinéjama modelj ir energijos tvermés désnj, dviejy antros eilés
netiesiniy svyravimo diferencialiniy lygciy sistema pavyko pertvarkyti j paprastesne sistema,
kurioje viena i$ lygciy yra trecios eilés netiesiné diferencialiné lygtis, kuri sprendziama skai-
tiskai, naudojant Maple programa. Sprendinys lyginamas su asimptotiniu artiniu ilgajame
laiko intervale.

Raktiniai zodziai: Svytuoklé, netiesiniai svyravimai, asimptotiniai metodai, vidurkinimas, netiesi-

nés bangos.

1 Judéjimo lygties iSvedimas

Klasikinés matematinés svytuoklés modelyje naudojamos pakabos nesvarumo, netasu-
mo ir absoliutaus tamprumo prielaidos. Tamprios matematinés svytuoklés modelyje
lieka galiojancios pakabos nesvarumo ir absoliutaus tamprumo prielaidos, tac¢iau ne-
tasumo prielaidos atsisakoma. Tai reiskia, kad kartu su senu dinaminiu kintamuoju —
atsilenkimo kampu ¢ = ¢(t), turime papildoma kintamaji — pakabos ilgi L = L(t).
Masés m ir nykstamai mazy iSmatavimy kunas pakabintas ant tamprumo k spy-
ruoklés, galintis laisvai judéti gravitaciniame lauke, apibudinamas Lagranzo funkcija:

. k
L= %(L2¢2+L2) ~ 5(L— L)’ ~mgh, (1)
cia
h = Lo(1 —cosgp) — (L — Lo)cosp = Ly — Lcosp (2)

yra pakyla virs neiStemptos ilgio Ly pakabos pusiausvyros padéties. IS Lagranzo
funkcijos £ ir funkcijos h iSraiskuy (1), (2) seka judéjimo lygtys:

{mf/—ngbQ —mgcosp + k(L — Lo) =0, 3)

Ly +2L¢ + gsing = 0.
Analitiskai §j sistemg neiSsprendziama, todél paprastai nagrinéjami jos artiniai.

Pavyzdziui, jvedus naujus kintamuosius [2]:

m, m, k
9 Ls:L()+_gv 2 _

=L—Ly——= 2
X 0 L’ L =
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lygciy sistema (3) pereina j sistema:

¥+ wir = (Ls +x)¢* — g(1 — cos p),
. 9 . r . 2 (5)
©+wy sinp = —L—Samp — L—Samp.

Bendras Sios netiesinés lygciy sistemos sprendinys taip pat nezinomas, tac¢iau ne-
sunku nurodyti specialy Sios sistemos sprendinj, kai ¢ = 0. Siuo atveju Svytuoklé
svyruoja tik vertikaliai ir

x = Acos(wgt + ). (6)

Sj viena periodinj sprendinj galima traktuoti kaip pagrindinj svyravima. Taéiau
antras pagrindinis svyravimas randamas tik tada, kai svyravimy amplitudé maza:
|| < 1. Pabandykime nedaryti $iy prielaidy ir panagrinéti sistema (3) bendruoju
atveju, atsizvelgus i tai, jog gravitacinés Svytuoklés atveju pasipriesinimo jégu nepai-
some. Tai reiskia, kad pilna mechaninés sistemos energija'! E = Ej, + E, yra pastovus
dydis:

. k
B = 2 (L%* + 12) + 5 (L — Lo)* + mgh, (7)
¢ia h yra ta pati funkcija (2).

Judéjimo lygtyse (3) ir energijos iSraiskoje (7) tikslinga pereiti prie bedimensiniy
kintamuyjy ir funkcijy:

Tada judéjimo lygtys (3) ir energijos tvermés lygties (7) bedimensinés formos
atrodo taip:

[P+ 20p+sinp = 0,
w2 —2 =120 + >+ w1 —1)% — 2l cos o, (10)

{Z—Zng —cosp+w?(l—1)=0,

¢ia & = E/(kL3/2). _
Kartu su lygtimis (9) ir (10) pasinaudosime salyga & = 0. Kaip seka i$ energijos
tvermes désnio, pilna energijos iSvestiné pagal laika:

1P + 129 + 11+ w?(1 — 1) — [ cos o + lpsinp = 0. (11)

Lygciu sistema (9), (10) ir (11) sudaro tamprios gravitacinés svytuoklés modelj,
nagrinéjama siame straipsnyje.
I lygciy sistemos (9) ir (10) gausime lygtj, priklausancia tik nuo funkcijos I(t).

I Galimybe isreiksti mechanine sistema per Lagranzo funkcija dar nereiskia, kad mechaninéje siste-
moje galioja energijos tvermés désnis. Tam reikia, kad Hamiltono funkcija, gaunama i$ Lagranzo
funkcijos, atlikus Lezandro transformacija, nepriklausyty nuo laiko. T.y. lygtis (1) dar nereiskia,
kad sistemos energija yra pastovus dydis. Lygtis (7), atitinkanti energijos tvermés désnj, tikrai
yra prielaida, kad sis dydis yra pastovus, taciau, gavus mechaninés sistemos sprendinj, reikia tuo
jsitikinti, t.y. parodyti, kad jstacius i lygti (7) gauta sprendinj, tikrai gauname nepriklausantj
nuo laiko dydj.
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Padauginkime antra sistemos (9) lygtj i$ ¢ ir suteiksime jai forma
1 . . .
5l(g';?) + 21p? — (cosp) = 0. (12)

IS pirmosios (9) sistemos lygties iSreiskime cos ¢ ir jrasykime j (10) ir (12) lygtis.
Gausime:

31207 + 1% — 21 + w(w — 2)I% — 2w(w — 1)l + w? = W€ -2, (13)
31@2)' L 2lp? 4 1P — T —w(l— )] =o0. (14)
Pazymékime: C = w?(€ —1) — 2,
(1) =12 — 20 + wlw — 2)I* — 2w(1 — w)L. (15)
Tada (13) lygti galime perrasyti taip:
31%0% +o(1) = C. (16)

Ireiskiame ¢? (16) lygties ir jrasome ja i (14) lygti:

C—-o()y 1 /C—-21)\ - .
(C-o0y L (cman) iy .
Si lygtis priklauso tik nuo funkcijos I(t).
Pazyméje
w1l -w) s, C
fi) = 57 +2w—2—2w 2k

perrasome (17) lygti taip:
e L
[+ +irm=o. (18)

Spresime Kosj uzdavinj (18), (19):

(0)=lo,  U0)=h, (0)=b (19)
Svyravimu atvejj atitinka salyga f(lp) > 0.
2 Asimptotinis sprendimas
Pakeiskime kintamajj [3]
I(t) =l +€l(t; ), (20)
ir perrasykime (18) lygti taip:
T+ 1f(lo+el) = —5( ! ) (21)
lo+¢€l
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Kai e yra mazasis parametras, (21) lygtis pertvarkoma taip:

1 +1f(lo) = —e(% + f’(loﬁ) +0(e?). (22)

Nesutrukdytoji (t.y., kai € = 0) (22) lygtis turi bendrajj sprendinj

[ =lo+ acos(at + 1), (23)

dia o = +/f(lp), konstantas l~0,a ir ¢ parenkame taip, kad galioty pradinés saly-
gos (19):

lo+ acost = 0, —eaasiny =1y, —caa? costh = ls. (24)

Taigi turime

IR 1 [12+12 ~
Y= arctg(l—Qa), a=— 11+ O;, lo = —acos. (25)

Pastebékime, kad esant mazam parametrui ¢, salygos (19) ir (20) uzdavinio bus
suderintos, tik jei

Iy = 0(5)7 lo = O(E)a (26)
kai Iy = I3 = 0, turime pastovy (17), (19) uzdavinio sprendinj I(¢) = lo.
Rezonanso salygomis nustatyti, perrasykime (22) lygtj standartinés N. Bogoliubo-

vo [1] prasme sistemos pavidalu. Tarkime, kad (23) formuléje Iy, a ir ¢ yra laiko ¢
funkcijos:

I(t;€) = lo(t;€) + a(t; €) cos (at + (), (27)

taciau (27) reiskinio i$vestinés sutampa su (23) reiskinio ivestinémis (t.y., kai ly, a
ir ¢ yra konstantos, t.y. vidurkinimo metodo idéja):

[ = —aa sin(at + ), [ = —aa? cos(at + ). (28)

Formulés (28) bus teisingos, jei pareikalausime:

io + acos(at + 1) — agsin(at + 1) =0, (29)
—aasin(at + ¢) — aagsin(at + ) = 0. (30)

Tada
1= —aa® cos(at + ¥) + acPsin(at + ) + ac® sin(at + ), (31)

ir jrase (27), (28) ir (31) i (22), gauname

—aa? cos(at + 1) 4+ acsin(at + ) = eF(t,ly, a, ) + 0(e?), (32)
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‘— — skait m

asimpt. m ‘

1 pav. Kosi uzdavinio sprendinys.

cia
a’a? sin(at + ) cos(at + 1)
10

Padauginkime (29) lygti iS acsin(at + 1)), o (32) — iS cos(at + ). Tada sudéje Sias
dvi lygtis, gauname (nerasome O(s?) nariy)

F=-

+ (ZNO + acos(at + ¥))aasin(at + ).

a= f%F(t, lo, a, ) cos(at + ). (33)
Analogiskai gauname
b = = F(t,lo,a, %) sin(at + ). (34)
Is (29) lygybeés ir (33), (34) gauname trecia sistemos lygti
o = = F(tIo, a, %) cos(at + 1) + =F(t, Iy, a,¥) sin*(at + ). (35)

Gauname sistema iS triju (33), (34), (35) lygciy, kuria suvidurkinus matome, kad
desinés pusés vudurkiai lygus nuliui ir uzdavinys rezonanso neturi. Todeél (27) ar-
tinys sutampa su (23). IS to iSplaukia, kad jis yra tolygiai tinkamas laiko interva-
le t € [0,0(e7Y)]. Uzdavinj (17), (21) sprendziame apytiksliai naudodamiesi Maple
programos Rungés-Kuto metodu. Sis sprendinys ir jo asimptotinis artinys (23), kai
e=0.1,w=2 ¢=0.1, Iy =1 parodyti 1 pav.
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SUMMARY

Separation of the equations of motion in two-dimentional gravitatrional pendu-
lums
O. Lavcel-Budko, A. Krylovas, P. Miskinis

We solve the classical problem-model of the oscillation of the gravitational pendulum on the elas-
tic thread. This task was formulated, but it is not completely solved in the classical K. Magnus
monograph “Wavering”. With additional assumptions about the analyzed model in question (mass
conservation law and considerations about certain physic) system of the differential equations of the
two second-order nonlinear oscillation transformed into a third order nonlinear differential equation
which is solved numerical approximate using the Maple program. The solution is compared with
asymptotic in a long time range.

Keywords: Pendulum, asymptotic methods, nonlinear waves, nonlinear wavering.
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