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Santrauka. Straipsnyje tiriami ekonomikos augimo modeliai, kuriuose vėlavimas priklauso
nuo ieškomo sprendinio t. y. prekių kainos.

Raktiniai žodžiai: stabilus periodinis sprendinys, bifurkacijų teorija, diferencialinės lygtys su vė-

lavimu.

1 Nagrinėjami modeliai

Tegul P (t) – prekės kaina, r – tiesinis prekių kainos augimo greitis, h – pastovus vė-
lavimas tarp paklausos ir pasiūlos, esant nusistovėjusiai prekės kainai P∗, parametras
a ∈ [0; 1). Tada rinkos prekių kainų dinamiką galima aprašyti [1] lygtimi

.

P = r

[

1−
P (t−∆(P ))

P∗

]

P, (1)

kur

∆(P ) = h exp

[

a

(

1−
P

P∗

)]

. (2)

Remiantis bifurkacijų teorija diferencialinėms lygtims su vėlavimu [3] darbe [5]
parodyta, kad jei rh = π

2
+ ε (0 6 ε ≪ 1) ir 0 6 a < 1, diferencialinės lygties (1)

pusiausvyros būsenos P (t) ≡ P∗ aplinkoje turės vienintelį stabilų periodinį sprendinį

P (t) ≡ P∗

[

1 + ξ cos
π

2
τ + ξ2x2(τ) + O

(

ξ3
)

]

, (3)

kur

ξ =

√

ε

b2
, τ =

t

(1 + c2ξ2)h
, (4)

x2(τ) = −
1

4
aπ +

1

10
(1− aπ) sinπτ +

1

20
(4 + aπ) cosπτ, (5)

b2 =
1

80

[

6π − 4 + 4π(1 + π)a− 5π(3 + π)a2
]

,

c2 =
1

40π

[

4− 4πa+ 5π(3 + π)a2
]

. (6)

http://www.mii.lt/LMR/
mailto:logit2@inbox.lt, rasele.eit@gmail.com, svitra@yahoo.com


i

i

“LMD12_mod_Barz_Eit_Svitra2” — 2012/12/14 — 14:22 — page 47 — #2
i

i

i

i

i

i

Nuo prekių kainos priklausantis vėlavimas Kaleckio modelyje 47

1 pav. Tikslus lygties (1) sprendinys P (t)−P∗

P∗

, kai r = 1.575, h = 1, a = 0.02 pavaizduotas ištisine

linija, o artutinis apskaičiuotas pagal formules (3)–(6) – punktyrine.

Modifikuotas Kaleckio [2] modelis

Ṗ (t) = rP (t− h)

[

1−
P (t− h)

P∗

]

(7)

teoriškai ištirtas darbe [7], o tikslus skaitinis lygties (7) sprendinys gautas autorių
darbe [1]. Jei vėlavimas lygtyje (7) nėra pastovus, o priklauso nuo sprendinio, tai
gausime [7] modelį

Ṗ = rP
(

t−∆(P )
)

[

1−
P (t−∆(P ))

P∗

]

. (8)

Jei priklausomybė ∆(P ) – parenkama pagal formule (2), tai iš bifurkacijų teorijos
seka, kad pusiausvyros būsenos P (t) ≡ P∗ aplinkoje egzistuoja stabilus periodinis
sprendinys.

2 Skaitinė analizė

A. Larsonas darbe [4] aprašė kiaulienos gamybą, paršavedžių skaičiaus kitimą ir pa-
šarų kainos kitimą 1947–1963 m. ir pastebėjo, kad nagrinėjamo proceso dinamikoje
egzistuoja 4-mečiai ciklai 1–2 pav.

Ekonomikoje „viskas yra prekė ir turi savo kainą“ 3–6 pav. modelio (8) tikslūs
skaitiniai sprendiniai palyginti su taip vadinamais 9 metų verslo ciklais, pateiktais
Timbergeno darbe [9] ir Klaipėdos uosto ataskaitose apie krovos apimtis.

3 Išvados

Atlikta pasiūlytų darbe [7] matematinių modelių skaitinė analizė. Gauti periodiniai
sprendiniai palyginti su 9 metų verslo ciklais, išanalizuotais J. Timbergeno [9], ir

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 53, 2012, 46–50.
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2 pav. Tikslus lygties (8) sprendinys
P (t)−P∗

P∗

, kai r = 1.52, h = 1, a = 0.1, pavaizduotas

ištisine linija.

3 pav. Bedras tonažas JAV, DBr., [8] kai r = 0.754, h = 1.9, a = 0.1.

4 pav. Krovos apimtys JAV, DBr., [8] kai r = 0.752, h = 1.9, a = 0.1.
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5 pav. Plieno gamyba Vokietijoje [9], kai r = 0.76, h = 1.9, a = 0.1.

6 pav. Klaipėdos uosto ro–ro priemonių krovimo apimtys, kai r = 0.95, h = 1.9, a = 0.1.

su Klaipėdos uosto ataskaitose užfiksuota cikline ro–ro krovos dinamika. Siūlomi
modeliai paaiškina tokių ciklų atsiradimo priežastis.
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SUMMARY

Delay dependent from the goods of the price in the Kaleckian model
R. Barzdžiukas, R. Eitkevičiūtė, O. Švitra

In this article we investigate models of economical growth, where delay depends on appropriate
solutions, i.e., prices of goods.

Keywords: stable periodic solution, theory of bifurcation, differentials equations with delay.
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