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Santrauka. Klasikinés statistikos metodai ne visada leidZia pasiekti norimy rezultaty, to-
dél ieskoma alternatyviy duomeny analizés metody. Dél modernéjancios skaiciuojamosios
technikos, statistinei duomeny analizei vis placiau taikomi Bajesinés statistikos metodai.
Siame darbe sudaromi keli diskreciyjy skirstiniy modeliai jvairiy gamtos ploty padengimui
analizuoti. Sie modeliai gali biiti pritaikyti tokiy gamtos ploty, kaip misky, vandens telkiniy
dugno, dirvozemio analizei, kai duomenys pateikiami procentiniais dydziais, iSreikstais svei-
kaisiais skai¢iais. Siame darbe sudaromi modeliai panaudojant kelis skirtingus diskreciuosius
skirstinius, t.y. Puasono ir neigiamai binominj skirstinj. Naudojant Bajesinés statistikos
metodus OpenBUGS modeliavimo aplinkoje jvertinami nezinomi modelio parametrai. Atlie-
kama parametry jverciy patikimumo statistiky analizé, realizuota OpenBUGS modeliavimo
aplinkoje. Gamtos ploty padengimo analizei skirty modeliy realizavimui buvo pasirinkti
duomenys, aprasantys Baltijos juros dugno padengima raudondumbliu sakotuoju banguoliu.
Siame darbe tiriama padengimo priklausomybé nuo keliy regresoriy, aprasanéiy abiotinius
ir fizinius veiksnius.

Raktiniai zodziai: Puasono skirstinys, neigiamai binominis skirstinys, Bajeso statistika, Open-

BUGS, MCMC.

Ivadas

Ivairiy gamtos ploty, tokiy kaip misky, vandens telkiniy dugno, dirvozemio paden-
gimui analizuoti daznai taikomi tolydieji skirstiniai. Atliekant tokio pobudzio tyri-
mus, duomenys paprastai yra surenkami procentiniais dydziais, iSreikstais sveikai-
siais skaic¢iais. Deél Sios priezasties tokiy duomeny analizei kartais taikomi diskretieji
skirstiniais. Vienas zinomiausiy diskreciyjy skirstiniy yra Puasono skirstinys. Viena
pagrindiniy prielaidy, kurig turi tenkinti duomenys, yra tai, kad duomeny vidurkis ir
dispersija turi sutapti. Kai si salyga netenkinama ir dispersija virsija vidurki, spren-
dziama perteklinés dispersijos problema. Vienas i$ sprendimo metody — Puasono
skirstinj pakeisti neigiamai binominiu skirstiniu. Vienas pagrindiniy statistikos uz-
daviniy yra modeliy nezinomy parametry vertinimas. Vis dazniau Siam uzdaviniui
spresti taikomas Bajeso metodas, kuris nezinoma parametro reiksme laiko atsitiktine.
Siekiant, kad vis daugiau uzdaviniy buty galima spresti pasitelkiant modernia skaicia-
vimo technika, taikomi jvairus metodai ir algoritmai. Markovo grandiniy Monte Karlo
(MCMC) metodu panaudojimas leidzia modeliuoti fizikines ir matematines sistemas,
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kai tiksliy rezultaty nejmanoma gauti naudojant deterministinj metoda. Straipsnj
sudaro jvadas, skyrius apie Bajeso metoda, skyrius apie realizuotg duomeny modelj
ir isvados.

1 Bajeso metodas

Dél nauju skaic¢iavimo algoritmy, skirty sudétingu uzdaviniy sprendimui pasitelkiant
kompiuterius, vis labiau populiaréja Bajeso statistika. Tai statistikos rusis, kuri re-
miasi Bajeso metodu, kurio pagrindiné idéja tai, kad modeliy nezinomy parametry
tikrosios reikémés laikomos atsitiktinémis [2]. Siame darbe sudaromi Puasono regre-
sijos ir neigiamai binominés regresijos GLM modeliai su logaritmine jungties funkcija,
apibrézta formule [4, 8]:

1Og(/j/’t) :60+51Xi1 +B2Xi2+"'+6quqa 1= 1725"'5’”‘7 (1)

¢ia p; — atitinkamo modelio vidurkis taske i, 8 = (5o, 01, - ., 3q)’ — nezinomy para-
metry vektorius, X;; — nepriklausomy kintamuyjy matricos elementas.

Tokiu atveju turimi du modeliai su nezinomy regresijos koeficienty vektoriais .
Aprioriniai B vektoriy tankiai gali biiti apibréziami taip [2]: B ~ N(ao;bol). Siame
darbe apriorinis 8 tankis abiems modeliams pasirenkamas neinformatyvus, su para-
metrais a9 = 0y, by = 10°. Parametry vektoriaus 8 aposteriorinis tankis Puasono
regresijos modeliui gali buti apibréziamas taip [1]:

m(BlY) x eXp{ Z [yixiB — exp{ziB}] — %[(ﬂ —ag)(boI) ™" (B — ao)] } (2)

1<i<n

Neigiamo binominio skirstinio atveju aposteriorinis 8 tankis gali buti apibréziamas

taip:
r(BIY) ox xp{Z () (- o 1))

- 516~ ol D) 8- an) . ®)

Dél sudétingai apskaiciuojamos normalizavimo konstantos, tokiems aposteriori-
niams tankiams skaic¢iuoti daznai naudojami MCMC arba kiti skaitiniai metodai.
Nezinomo parametro aposteriorinj pasiskirstymo jvertinj gavus iteraciniu budu, ne-
zinomo parametro B jverc¢iu laikomas aposteriorinio pasiskirstymo vidurkis arba me-
diana.

Norint patikrinti modelio patikimuma, galima apskaiciuoti DIC (Deviance Infor-
mation Criterion) statistika, kuri apibréziama taip [5]:

DIC = 2E[D(0)[Y] — D(E[9]Y]), (4)

¢ia D(0) = —2log f(Y'|#) — nuokrypis, f(Y|0) — imties tikétinumo funkcija, o § — nezi-
nomy parametry vektorius. Patikimesniu laikomas modelis su mazesne DIC reikSme.

Gavus aposteriorinius nezinomy parametry tankius, apibréztus (2) ir (3) formu-
lémis, taip pat buvo atlikta duomeny prognozé, kurios metu taikant Bajeso metoda
gaunamas prognozeés aposteriorinis tankis [2].
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Prognozés tikslumui jvertinti atliekamas kryzminés patikros metodas ir skaiciuo-
jamos Sios statistikos [7, 6]: RMSPE (Root Mean Squared Prediction Error) — Saknis
is vidutinés kvadratinés prognozés paklaidos, MAE (Mean Absolute Error) — viduti-
né absoliuti paklaida, MSDR, (Mean Squared Devation Ratio) — vidutinis kvadratinis
nuokrypio santykis. Tiriant prognozés tiksluma skaic¢iuojant Sias statistikas, pagei-
dautina, kad RMSPE statistika buty kuo mazesné, MAE statistika buty artima 0,
MSDR statistika artima 1.

Modeliams sudaryti naudojama OpenBUGS modeliavimo programing jranga, ku-
rioje taikant MCMC metodus nezinomy parametry jverciai apskai¢iuojami iteraciniu
procesu.

2 Duomeny modelio realizacija

Siame straipsnyje OpenBUGS modeliavimo aplinkoje sudaromi du diskreciyjy skirs-
tiniy duomeny modeliai aprasantys Baltijos juros dugno padengimg raudondumbliu
sakotuoju banguoliu. Tiriama padengimo priklausomybé nuo keliy regresoriy, apra-
Sanciy abiotinius ir fizinius veiksnius. Visi kiekybiniai regresoriai standartizuoti. Ne-
priklausomo kintamojo duomenys pateikti procentiniais vienetais. Nagrinéjamiems
duomenims sudarytas Puasono regresijos modelis:

Yi ~ P(Ni)a

¢ia p; — Puasono skirstinio vidurkis. Sudaroma logaritminé jungties funkcija, apibréz-
ta (1) formule:

log(ps) = Bo + Pr%i,s + BoTia + Baxic + Patio
+ B5i se + BeTip + BrTiseal + P8Ti sed2 + BoTia, (5)

¢ia x; s — dugno nuolydis (laipsniai, slope), z; , — dugno ekspozicija (didziausio aukscio
kitimo kryptis: Siaure, pietry¢ius ir t.t., aspect), x; . — dugno nelygumas (indeksas,
curvature), z; , — bangy orbitinis greitis priedugnyje (m/s, orbitalbv), x; s¢ — Secchi
disko gylis (m, secchi), x;, — akmenuotas dugnas eufotinéje zonoje (1 — yra, 0 —
néra), xj seq1 — dugno nuosedy tipai (x = 1 — zvirgzdas; © = 0 — kita), x; seq2 — dugno
nuosédy tipai (x = 1 — rieduliai x = 0 — kita), x; 4 — atstumas iki smélio lauko (m,
distosand).

Kadangi apie nezinomus regresijos parametrus jokios iSankstinés informacijos néra,
laikoma, kad parametrai yra tarpusavyje nepriklausomi. Pasirenkamas neinformaty-
vus normalusis pasiskirstymas.

Norint patikrinti, ar Puasono regresijos modelio prielaida tenkinama, skaic¢iuo-
jamas perteklinés dispersijos parametras, apibréziamas formule [3]: OD = ﬁ X
> <i<n 22, ¢ia 2; — standartizuota lickana taske i, n — imties dydis, ¢ — regresoriu
skai¢ius. Sio parametro jvertis gaunamas lyginant duomenis su priderintu modeliu.
Kai jvertis lygus 1, duomenyse perteklinés dispersijos néra. Atlikus skaiciavimus
OpenBUGS aplinkoje gautas jvertis OD = 7,582 yra gerokai nutoles nuo 1, todél
daroma prielaida, kad nagrinéjamiems duomenims perteklinés dispersijos problema
egzistuoja.

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 53, 2012, 51-55.
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1 lentelé. Nezinomy parametry jverciai.

Puasono  Neigiamas  Neigiamas  Neigiamas  Neigiamas

binominis, binominis, binominis, binominis,

k=1 k=10 k =100 k = 1000
Bo 1,612 0,964 1,48 1,597 1,612
51 0,132 0,261 0,114 0,126 0,127
B2 0,232 0,53 0,276 0,237 0,231
B3 —0,053 —0,964* 0,207* —0,102* —0,166*
Ba 0,123 1,98 0,244 0,13 0,12
Bs  —0,046 2,387 0,009* —0,044 —0,045
Be 0,181* 0,994* 0,526* —0,232% 0,177*
Br 0,417 1,881 0,551 0,432 0,416
Bs  —0,386* 0,084* 0,708* 0,092* 0,619
B9 0,379 1,549 0,553 0,404 0,379

Dél reiksmingo perteklinés dispersijos parametro jverc¢io, duomenims taikomas nei-
giamai binominio skirstinio regresijos modelis, su logaritmine jungies funkcija ir vi-
durkio modeliu apibréztu (5) formule:

Y; ~ B*(,u’iak)a

¢ia p; — neigiamo binominio skirstinio vidurkio parametras, k — neigiamai binominio
skirstinio formos parametras.

Sudarant neigiamai binominés regresijos modelj, parametras k laikomas fiksuotu,
todel siame darbe sudaromi 4 neigiamai binominés regresijos modeliai, su skirtingomis
parametro k reikSmémis. Gauti parametry jverciai pateikti 1 lenteléje.

Parametry jverciai, pazymeéti *, gauti nereikSmingi ir i modelj nejtraukiami. Pagal
gautus parametry jvercius sudaryti 5 skirtingi duomeny vidurkio, kuris apibréztas (5)
formule, modeliai su skirtingais parametry vektoriaus 8 jverdciais.

Sudarytiems duomeny modeliams apskaic¢iuotas DIC kriterijus, apibréztas (4) for-
mule. Ivertinus nezinomus modelio parametrus, atlikta pasirinkty tasky prognozé tai-
kant kryzminés patikros metoda. Atlikus prognoze pasirinktuose taskuose, prognozés
tikslumui jvertinti apskaiciuotos statistikos. Gauti rezultatai pateikti 2 lenteléje.

Neigiamai binominés regresijos modeliui, kai & = 1, DIC kriterijaus reikSmé ma-
ziausia. Taip pat sio modelio MSDR reiksmé yra arciausiai 1. Taciau kitos jvertintos
prognozes statistikos (RMSPE ir MAE) yra labai prastos lyginant su kitais mode-
liais. Dél Sios priezasties geresniu laikytinas neigiamai binominés regresijos modelis,
kai k = 10, nes nors sio modelio DIC reiksmé yra tik antra pagal geruma, taciau
statistikos RMSPE ir MAE néra tokios prastos, kaip modelio su k& = 1 atveju.

2 lentelé. Modeliy prognozeés statistikos.

Modelis RMSPE MAE MSDR DIC

Puasono regresijos 14,97 9,608 5,6 10490
Neigiamai binominés regresijos, kai k = 1 78,5 36,44 1,205 2431
Neigiamai binominés regresijos, kai k£ = 10 17,76 10,96 2,506 5960
Neigiamai binominés regresijos, kai k = 100 15,19 9,704 4,933 9476

Neigiamai binominés regresijos, kai k = 1000 15,0 9591 5,547 10380
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3 ISvados

Isnagrinéjus diskreciy skirstiniy duomeny modeliy savybes, nustatyta, kad sie mode-
liai tinka Baltijos juros dugno padengimo analizés realizacijai OpenBUGS modeliavi-
mo aplinkoje.

Siekiant nustatyti, koks modelis geriausiai tinka Baltijos juros dugno padengimo
sakotuoju banguoliu analizei, sudaryti du modeliai su skirtingais diskreciaisiais skirs-
tiniais (Puasono ir neigiamai binominio).

Atlikti skai¢iavimai rodo, kad remiantis DIC kriterijumi ir prognozés statistikomis,
is iSnagrinéty modeliy Baltijos juros dugno padengimo sakotuoju banguoliu analizei
geriausiai tinka neigiamai binominés regresijos modelis, kai k = 10.
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SUMMARY

Application of the discrete distribution in Bayes analusis of nature area coverage
data
K. Ducinskas, E. Baltmiskyté, M. Bucas

Classical statistical methods do not always provide desired results for every situation. Therefore,
new alternative methods of data analysis are in demand. As the computational power becomes
more modern, Bayes statistical methods are increasingly applied for statistical data analysis. This
article describes several discrete models for analyzing nature area coverage. These models can be
applied for analysis of such areas as forests, water ponds, soil, etc. when data is provided in integer
data in percent. Poisson and negative binomial distributions are used in this article. Unknown
parameters of the models were estimated using Bayes statistical methods in OpenBUGS modeling
environment. The models of nature area coverage analysis were implemented using the data of Baltic
Sea bottom algae coverage. This article analyzes coverage dependence of abiotic and physical factors.

Keywords: Poisson distribution, negative binomial distribution, Bayes statistics, OpenBUGS, MCMC.
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