LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS ISSN 0132-2818
Lietuvos matematiky draugijos darbai, ser. B www.mii.lt/LMR/
53 t., 2012, 62-67

Kai kurie polivalentiniy sistemy modeliavimo
geometriniai aspektai

Irus Grinis, Feliksas Ivanauskas, Gediminas Stepanauskas

Vilniaus Universitetas, Matematikos ir informatikos fakultetas
Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius
E. pastas: irus.grinis@mif.vu.lt, feliksas.ivanauskas@mif.vu.lt

E. pastas: gediminas.stepanauskas@mif.vu.lt

Santrauka. Siame darbe nagrinéjami kai kurie polivalentiniy sistemy modeliavimo geo-
metriniai aspektai: ligandy ir receptoriy saveikos plokstumoje ir erdvéje
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Ivadas

Mazos biologinés dalelés (atskiros molekulés, baltymo, DNR, viruso, bakterijos ar
pan.) valentingumas — atskiry tos pacios rusies jungéiu su kita dalele skai¢ius (zr.,
pavyzdziui [1], dél terminologijos). Atskira jungtis (toliau ja vadinsime tiesiog rysiu)
tarp daleliy formuojama saveikos tarp ligando ir receptoriaus pagalba. Saveikos, ku-
riy valentingumas didesnis uz vieneta, vadinamos polivalentinémis. Mes nagrinéjame
kai kuriuos geometrinius polivalentiniy saveiky modeliavimo aspektus. Valentingu-
mas priklauso nuo daugelio fizikiniy, cheminiy, geometriniy saveikaujanciyjuy daleliy
savybiy. Atskiry polivalentiny sistemu analizei skirta nemazai démesio [1, 2, 3, 6].
Siame darbe mes pateikiame ligando ir receptoriaus, receptoriy pavirsiaus, ligandy
komplekso abstrakéius matematinius modelius, kurie gali buti panaudojami, kai ku-
riy polivalentiniy saveiky analizéje. Straipsnio pabaigoje pateikiame algoritma, kuris
gali buti panaudotas rysio tarp judancio taskinio ligando ir receptoriy pavirsiaus su-
sidarymo tikimybei jvertinti.

1 Apibrézimai, matematiniai modeliai ir jy aprasai

Tarkime, kad turime dviejy rusiy saveikaujancias daleles. Viena rusis (pavyzdziui,
bakterija, organizmo lastelé) turi savo pavirsiuje ar jo dalyje tam tikra skaiciy akty-
viy viety, kurias vadinsime receptoriais. Matematiskai galima susieti minéta pavirsiy
su tam tikru geometriniu pavirsiumi, o atskira receptoriy — su tasku tame pavirsiuje.
Ligandai saveikauja su receptoriais pagal taisykle: vienas ligandas — vienas recepto-
rius. Ligandy ir receptoriy vieta erdvéje susiesime su taskuy, kuriuos vadinsime ligan-
do ar receptoriaus centrais, koordinatémis. Siame darbe mes postuluojame, kad jeigu
atstumas tarp ligando ir receptoriaus centry mazesnis, negu nurodytas vadinamasis
saveikos spindulys, tai tarp ju atsiranda rysSys. RySio centru vadinsime atitinkamo
receptoriaus centro koordinates.
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1 pav. Dvivalencio ligandy komplekso ir receptoriy plokstumos saveika. Tam, kad susiformuoty
abu rysiai, reikia, kad abiejy ligandy centrai plokstumoje buty nutole nuo receptoriy atstumu
nevirsijanc¢iu R.

Siame darbe nagrinéjame atvejj, kai dalelé su receptoriais yra pakankamai didele,
kad ja pacia ar jos dalj galétume aproksimuoti tam tikru pavirSiumi, pavyzdziui,
plokstuma, sfera, elipsoidu. Kita dalelé — ligandy kompleksas — aprézta plokstuminé
sritis, kurioje yra N ligandy. Ignoruodami daugybe fizikiniy reiskiniy, nagrinéjame
paprasta saveikos modelj:

o vienas ligandas ar receptorius gali sudaryti rysj atitinkamai tik su vienu recep-
toriumi ar ligandu;

o ligandy kompleksas juda tiesiu keliu taip, kad jo trajektorija arba kerta recepto-
riy dalelés pavirsiy, arba yra pakankamai arti jos, kad buty prasminga skaic¢iuoti
rysio tarp abiejy daleliy susidarymo tikimybe;

e i§ visy NV ligandy pirmas suformuoja rysj tas, kurio atstumas iki artimiausio
receptoriaus yra maziausias ir nevirsija saveikos spindulio;

o analogiskai antras rysys atsiras tarp to ligando ir receptoriaus, tarp kuriy at-
stumas maziausias is likusiy ir t. t.

Bendras susiformavusiy pagal Sia schema rysiy skaicius ir bus valentingumas. Mo-
delis, kuris tenkina isvardintas savybes, vadinamas modeliu be adaptacinés saveikos.
1-jame paveikslélyje iliustruojama dvivalencio ligandy komplekso saveika su recepto-
riais, kurios metu susiformuoja abu rysiai. Jeigu ligandy kompleksas po pirmo rysio
susiformavimo pradeda transformuotis tol, kol nebus galimybés susiformuoti dar vie-
nam rysiui, tai tokia saveika vadinama adaptacine.

2 Receptoriy plokstuma

2.1 Statusis kritimas

Tuo atveju, kai ligandy kompleksas labai mazas palyginus su receptoriy pavirsiumi,
galima ta pavirsiy modeliuoti plokstuma ar jos dalimi. Pats paprasc¢iausias atvejis —
ligandy kompleksas, kurio visi ligandai yra vienoje plokstumoje, lygiagrecioje recepto-
riy plokstumai. Tarkime, kad ligandy kompleksas krenta ant receptoriy ploksStumos

Liet. matem. rink. LMD darbai, ser. B, 53, 2012, 62-67.



64 1. Grinis, F. Ivanauskas, G. Stepanauskas

90 laipsniy kampu. Nagrinésime ,standartinj receptoriy issidéstyma plokstumoje,

kai ju centrai issideéste nepriklausomai vienas nuo kito pagal Puasono désnj (zr., pa-

vyzdziui, [4]) su intensyvumu A: tikimybeé, kad spindulio R skritulyje atsiras lygiai
k

k receptoriy, yra exp(—ASg) ()‘i’f) , kur Sp = mR? — minéto skritulio plotas. Visas

saveikas laikysime neadaptacinémis.

1 teorema. Tegul receptoriy centrai issidéste plokstumoje pagal Puasono désnj su
intensyvumu A, o squeikos spindulys yra R. Tada teisingi teiginiai:
1. Tikimybé, kad vienvalentinis ligando kompleksas susiformuos rysi su kokiu nors
receptoriumi plokstumoge, yra 1 — exp(—AwR?);
2. Jeigu N ligandy kompleksas yra toks, kad tarp bet kokiy dviejy ligandy at-
stumas yra didesnis uz 2R, tai, tikimybé, kad susiformuos visi N rysiai, yra
(1 — exp(—=ATR%))V;
3. Ankstesnio punkto sqglygomis tikimybé, kad kompleksas sudarys bent vieng rysj,
yra 1 — exp(—NATR?));
4. Antro punkto sqglygomis tikimybé, kad kompleksas susiformuos lygiai k rysiy, yra
(JZ) (1 — exp(—ATR2))* exp(—(N — k)ATR?).

Irodymas.

1. Minétoji tikimybeé lygi tikimybei, kad atsitiktinai paimtame plokStumos R spin-
dulio skritulyje atsiras bent vienas receptorius.

2. Kadangi receptoriai iSsidéste nepriklausomai vienas nuo kito, tai tikimybeé, kad
visuose N nepersidengianciuose skrituliuose atsiras bent po viena receptoriy,
yra nepriklausomy jvykiy tikimybiy sandauga.

3. Kadangi atstumas tarp ligandy yra didesnis uz 2R, tai atitinkami skrituliai,
kuriuose turime rasti bent viena receptoriy sudarys bendra plota 7R2N. I8 ¢ia
nesunkiai gauname reikiama tikimybe.

4. Yra (ZZ ) galimybiy pasirinkti £ ligandy is N galimy, kuriy kiekvienas su tikimybe
(1 — exp(—=AmR?))* gali suformuoti rysi, o like N — k — su tikimybe exp(—(N —
k)AmR?) — jo nesuformuoti.

2.2 Tiesiskai judancio taskinio ligando atvejai

Tarkime, kad turime vienvalentinj taskinj liganda, kuris juda tiesiai, o jo trajektorija
arba yra lygiagreti receptoriy plokstumai, arba kerta ja tam tikrame taske.

2.2.1 Lygiagrecios trajektorijos atvejis

2 teorema. Tegul receptoriy centrai issidéste plokstumoje pagal Puasono désnjg su in-

tensyvumu A, squeikos spindulys yra R, o judancio taskinio ligando trajektorija yra

lygiagreti plokstumai tiesé su atstumu iki jos h. Tada bet kurioje trajektorijos atkarpo-

je AB tikimybé, kad ligandas nesudarys rysio su kokiu nors receptoriumi plokstumoje,
yra exp(—AS(A, B)), dia

S(A, B) = {0, . j:ez:guh>R,

7(R? — h?) + 2 - distance(A, B) - VR2 — h2, jeigu h < R.

Irodymas. Tiesiog reikia pastebéti, kad potencialiosios srities plokstumoje, kur gali
susidaryti rySys, plotas yra S(A4, B).
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2.2.2 Nelygiagrecios trajektorijos atvejis

3 teorema. Tequl receptoriy centrai issidéste plokstumoje pagal Puasono désng su
intensyvumu X, squeikos spindulys yra R, o judancio taskinio ligando trajektorija yra
tiesé, kuri kerta receptoriy plokstumg ir sudaro su ja kampg o, 0 < a < 7/2. Tada
tikimybé, kad ligandas nesudarys rysio su kokiu nors receptoriumi iki susidurimo su
plokstuma, yra exp(—AS,), ¢ia

So = l71'1%2(1—1— _1 )
2 sin «v
Irodymas. Pazymékime k = cot . Paimkime tg trajektorijos dalj, kurioje atstumas
iki plokstumos nevirsija saveikos spindulio R. Nemazindami bendrumo siuo atveju
galime nagrinéti atkarpa AB, kur taskas A turi koordinates (0,0, R), o B atitinkamai
(kR,0,0), t.y., trajektorija kerta Oz asj. Atkarpa AB galima parametrizuoti taip:

x(t) = kRt,
y(y) =0,
2(t) = R(1— 1),

¢ia t € [0,1]. Potencialioji sritis Sy, kurioje gali susidaryti rySys, yra plokStumos
Ozy skrituliy, kuriy centrai yra (x(t),0,0), o spinduliai R(t) := /R? —22(t) =
R+/(2 —t)t, sajunga. Nesunku matyti, kad, kai ¢t keic¢iasi nuo 0 iki tam tikro o,
mineti skrituliai ,auga“ taip, kad yra vienas j kita jdéti. I$ tikryju, kai R(0) = 0,
turime viena taska. Kai ¢t € (0,1), turime R/(¢) > 0 ir tik R/(1) = 0. IS kitos pu-
sés, minéty skrituliy ,kairiausias® taskas xmin(t) := z(t) — R(t) = R(kt — /(2 — t)t)
pasizymi tuo, kad =/, (t) <0, kai ¢t € [0,%), Clatp =1 — ﬁ =1-—cosa.

Kai t € [to, 1] panagrinekime auks¢iau minéty skrituliy, tiksliau juos ribojanciy
apskritimy, gaubtine. Bendroji apskritimy lygtis yra

(x—2()" + (y—y(t)" - (1) = 0,
t.y.,
(x — Rkt)> +y* — R®t(2 —t) = 0.
Diferencijuodami pagal t, turime
kx —k?Rt + R— Rt =0,

t.y.,
kx+ R
R(1+ k?)
Istate t i apskritimy lygti, gauname gaubtinés — elipsés lygtj:
R% + 2kaR+ (—k* — 1)y — 2
k241

:0,

kurig galima uzrasyti taip:
(z — kR)® y_2
(k2 +1)R?> R?
Dabar nesunkiai gauname srities S, plota. Reikia paimti puse minétos elipsés
ploto ir pridéti dar puse spindulio R skritulio ploto (7r. 2 pav.).

=1
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2 pav. Brézinys 3 teoremai. Sritis S, sudaryta is dviejy daliy: pusés elipsés ir pusés skritulio.

3 Bendras trimatis modelis: tikimybinio rysiy skaiciaus
jivertinimo algoritmas

Siame skyriuje panagrinésime receptoriy ir ligandy saveiky trimatéje erdvéje. Tarki-
me, kad dalelé su receptoriais yra uzdaras igkilus glodus (klasés C1) pavirsius, kurio
vidy zymésime B, o dB — patj pavirsiy. Reikalausime papildomai, kad bet kuri
spindulio R sfera, kurios centras guli viduje B ir yra nutoles nuo pavirsiaus daugiau
negu R, pilnai priklausyty sric¢iai B. Vél tarsime, kad receptoriai issidéste pavirsiuje
pagal Puasono désnj su parametru .

Pavyzdys. Nurodyto pavirsiaus pavyzdys — elipsoidas, kurio visos asys yra dides-
neés uz 2R.

3.1 Skaitinis rysio susidarymo tikimybés skaic¢iavimo algoritmas

Tarkime, kad pavirsius §B duotas neisreikstine formule F(x,y,z) = 0. Judancio
vienvalencio taskinio ligando trajektorija tegul buna tiesés atkarpa 1175, kurios galai
zinomi is anksto. Galime naudoti tokj algoritma rysio susidarymo tikimybei rasti.

1. Sudarome pavirsiy 0 B aproksimuojantj tinklelj. Vienas is budy sukurti pavir-
siaus tinklelj — pasinaudoti kokiu nors trianguliacijos algoritmu (dél apibrézimy
7r., pavyzdziui, [5] ). Panaudodami pavirsiaus § B savybes, konstruojame jos B
aproksimacija daugiasieniu, tenkinanciu savybes:

o kiekviena daugiasienio virsuné priklauso 6 B;
o kiekviena jo siena — trikampis, kurio visi taskai nutole nuo § B ne daugiau,
negu nustatytas rézis e.

2. Tardami, kad ligandas juda nuo 77, patikriname, ar jis kerta pavirsiy 0 B. Jeigu
taip — perkeliame taska 75 i susikirtimo vieta.

3. Pasirenkame aproksimuojancio daugiasienio sienas, kuriy taskai nutole nuo at-
karpos T7T> ne daugiau, negu per saveikos spindulj R. Tam galima panaudoti
anksciau pateiktas 2 ir 3 teoremas, nes uztenka patikrinti ar atitinkama sie-
na, t.y., trikampis, kertasi su atitinkama sritimi, kur gali susidaryti rysys, to
trikampio plokstumoje ir apskaic¢iuoti sankirtos plota.

4. Sumuojame visus praeitame zingsnyje minétus sankirty plotus.

5. Apskaiciuojame rysio atsiradimo tikimybe.
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Isvados

Siame straipsnyje analiziskai iSnagrinéti papraséiausi receptoriy pavirdiy ir taskinio
ligando saveikos modeliai, pateiktas skaitinis algoritmas, kuris gali buti pritaikytas
placiai saveikos modeliy klasei. Ateityje planuojama §j algoritma panaudoti realiy
biologiniy sistemy tyrimuose
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SUMMARY

Some geometric aspects of polyvalent systems modeling
1. Grinis, F. Ivanauskas and G. Stepanauskas
In this paper we consider the interaction of ligands and receptors on the plane and in the space

Keywords: polyvalent interactions, receptors, ligands, polyvalent systems, mathematical modeling.
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